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 الأول   الباب

 التباديل والتوافيق 
 تعتمد كثير من المشاكل الرياضية على الإجابة عن السؤال الآتى .

كممع عممدم المام عممات الماتلىممة التممى هم ممن تد يعيمما مممن عممدم معممين مممن ا  مميا    
 طالب  50طالب هم ن تد يعيا من  15فمثلا كع عيعة كل معيا م  نة من 

 فيق بالإجابة عن مثل هذا السؤال . وتزومنا نظرية التباميل والت ا
   التباديل

( nه  عدم الترتيبمات التمى هم من تد يعيما ممن مام عمة ممن ا  ميا    عمدمها    
 للدلالة عن التباميل . rLnفى كل مرة ونستادم الرمز   rمأخ ذة 
يممدل علممى عممدم التباميممل التممى هم ممن تد يعيمما مممن عممدم مممن ا  مميا     !nالرمممز 

2L4 ى كمل ممرة . فممثلا  ممأخ ذة  كليما فم
تمدل علمى عمدم التباميمل التمى هم من    

 كالآتى  rLnتد يعيا من أربعة أ يا   مأخ ذة إثعان فى كل مرة  وتعرف 
nLr = n ( n-1 ) ( n –2 ) …. ( n – r + 1 )  

ثع يمعص     nتبدأ بالعدم   r ونلاحظ أن عدم الع امل فى الطرف ا هسر هساوى 
 لعدم السابق له .  كل معيا واحداً عن ا

 من ا  يا  جميعيا كل مره وتعرف كالآتى .   nأى     !nأما 
n! = 

nLn = n ( n –1 ) ( n – 2 ) … 3  2  1 

2أوجد  (:  1مثال )
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4 ,, LLL 
 

  الحل 

2

6L = 6 x 5 = 30   ,  4

7 L = 7 x 6 x 5 x 4 = 840 



 
 

2 

4

4 L = 4 x 3 x 2 x 1 = 24 

(1) 0! = 1  (2) 
nL0 = 1                    لاحظ أن 

ما عدم ا عدام الماتلىة التى هم ن تد نييا باستعمال أربعة أرقام  (:  2مثال ) 
  6 , 5 , 4 , 3 , 2  , 1ماتلىة من  رقام الستة    

  الحل 
حممدم عممدم تباميليمما مممأخ ذة أربعممة فممى كممل مممرة لممديعا سممتة أرقممام ماتلىممة وعليعمما أن ن

4  5  = 6 4 L6 360 = 3حيث   4L6 فعاد أن العتياة المطل بة هى
 

 ! n! = n ( n – 1 )     نتيجة :  

 البرهان 
n! = n ( n –1 ) ( n-2 ) …  3  2 1  

     = n [ ( n – 1 ) ( n – 2 ) … 3  2  1 ]  

     = n ( ( n – 1 ) !  

: اختصر     ( 3ل ) مثا 
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  الحل 
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  nفأوجد قيمة    n! = 720إذا كان    (: 4مثال ) 

  الحل 
720    = 1  720  

 = 1  2  360  

 = 1  2  3  120 

 = 1  2  3  4  30 

 = 1  2  3  4  5  6 = 6 ! 

 n!   =   6!       n = 6  
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 n!   rLn , العلاقة بين

            برهن أن(:   5مثال )
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rn
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 البرهان 
nLr  = n ( n – 1 ) ( n – 2 ) …    (n – r + 1 )  
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   nفأوجد قيمة   2Ln  56 =إذا كان (:   6مثال )
  الحل 

 
nL2 = n ( n – 1 )  

n ( n – 1 ) = 56      n2 – n – 56 = 0   

 ( n – 8 ) ( n + 7 ) = 0  

  n = 8        or      n = -7ومن ذلك ناد أن    مرف ض ( 

 rفأوجد قيمة    rL12   1320 =إذا كان (:  7مثال ) 

  الحل 
1320 = 12 x 11 x 10 = 

12L3  

 
12Lr   = 

12L3    r = 3   

 التوافيـق
فيمممما يلمممى سممم ف نحممماول معرفمممة عمممدم المام عمممات الاز يمممة والتمممى عمممدم ععا مممرها 

  o ≤ r ≤ nحيمث   nالتى هم ن تد يعيا ممن مام عمة عمدم ععا مرها   rهساوى 
rالرمزوس ف نرمز ليذا العدم ب

n C . وفيما يلى أمثلة ت ضح ذلك 
. كع مام عة جز ية عدم    X = { a , b , c , d }بىرض أن (:   1مثال ) 

      Xهم ن تد نييا من المام عة   1ععا ر كلًا معيا هساوى 
  الحل 
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والتى تحت ى كل معيما علمى ععصمر واحمد   Xالمام عات الاز ية من المام عة 
وعلمى همذا فت جمد أربعمة مام عمات جز يمة   {d} , {c} , {b} , {a} فصم  همى

 وتحت ى كل معيا على ععصر واحد فص  أى أن   Xمن المام عة 
4C1= 4  

 حيممممممث   Xأكتممممممب كممممممل المام عممممممات الاز يممممممة للمام عممممممة (: 2مثـــــــال )
 X = { a , b , c , d }   والتمى هحتم ى كمل معيما علمى ععصمرين . كمع عمدم

 ت علييا   المام عات التى حصل
  الحل 
 المام عات الاز ية المطل بة هى : 

{a,b} , {a,c} , {a,d} , {b,c} , {b,d} , {c,d}  

2أى أن   6عدم هذه المام عات هساوى  

4C= 6   

مدرسممه بيمما أربعممة طمملا  هايممدون لعممب الداراتيممه أرام المممدر  أن (: 3مثــال ) 
ثمملاط طمملا  لتمثيممل المدرسممة فممى هممذه الل بممه .  هاتممار مممعيع مام عممة تتدمم ن مممن

 كع عدم المام عات التى هم ن أن هاتار من بيعيا   
  الحل 

  S = { a , b , c , d }حيث  S لعرمز لمام عة الطلا  ا ربعة بالرمز

 هم ن للمدر  أن هاتار مام عة من بين المام عات الآتية     
{a,b,c} , {a,b,d} ,  {a,c,d} , {b,c,d} 

أى     4ومن ثع فإن عدم المام عات التى هم ن للمدر  الاختيار من بيعيا هى 
3C4  4 =أن 

 

 ـق يمعنى التواف
كمل مام عمة تتدم ن مممن كمل أو ممن جممز  ممن ا  ميا  بصممرف العظمر عمن ترتيممب 

تعبمر عمن تبمديلين أمما   (a,b)& (b,a)مىمرمات المام عمة تسممى ت فيصماً . فممثلًا 
(a,b)  واحد .  فتعبر عن ت فيق 

  العلاقة بين التباديل والتوافيق
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ممن   nممن ا  ميا  ممن بمين    r حيث أن كلًا من التباميمل والت افيمق هم   اختيمار
ا  يا  مع مراعماة الترتيمب أو ممن إهمالمه وفصماً لمما سمبق  مرحه فإنمه ي جمد علاقمة 

 وثيصة بين التباميل والت افيق وفيما يلى ن ضح هذه العلاقة . 
ه م ن عمدم المام عمات   nهى مام عة من الععا ر التى عمدمها   Xإذا كانت 

ه    (n ≥ r)من الععا ر   rوالتى تحت ى كل معيا على   Xالاز ية للمام عة 
rLn    مأخ ذة را اً را  هrLn  . 

rCnوالسؤال الآن ما هى العلاقة بين 
, r  Ln ؟ 

تع بمه ععمد إجمرا  الت افيمق لاحظ أنه بيعما ييمعما الترتيمب ععمد إجمرا  التباميمل لا ييم
إذا أجريعممما علمممى كمممل مام عمممة ممممن المام عمممات الاز يمممة السمممابصة جميمممع التباميمممل 

فمإن عممدم التباميممل التممى هم ممن تد نييمما   !rالمم عمة علممى ععا ممرها والتممى تسمماوى 
r ! rCnمأخ ذة راً  راً  هساوى   Xعلى ععا ر المام عة 
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أعلعت  ركة عن وج م خمسة وظما   خاليمة بيما تصمدم ليمذه ال ظيىمة (:  4مثال )
 تسعة أ ااص ب ع طريصه هم ن اختيار خمسه أ ااص .

  الحل 
 5C9عدم الطرق ه    
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 البرهان 
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  n = rفى العلاقة السابصة إذا وضععا     (:1ملحوظة )

==1في م ن                            o

n

n

n CC                             

h:  إذا كانت (2ملحوظة )

n

r

n CC   r = h   or     r + h = nفإن  =
13إذا كان                  : ( 5مثال )

30

12

30

+− = rr CC 
  الحل 

13
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30

+− = rr CC  

2 r – 1 =  r  + 13           r = 14 

 ( ناد أن 2باستادام ملح ظة  
30 = 2r – 1 + r + 13 = 3 r – 12  

 3r = 30 – 12 = 18      r = 6  

            نتيجة:  
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  البرهان 

    الطرف ا هسر 
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  الحل 
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 20أعضما  ممن بمين    6ب مع طريصمة هم من إنتاما  لاعمة للطلبمة بيما   :  (7مثال )
 طلبه وطالبتان .  4طالباً وعشرة طالبات بحيث تتد ن اللاعة من 

  الحل 

 طالباً بعدم من الطرق .  20طلبه من  4هم ن إنتاا  

4845
!16!4

!20
4

20 ==C  

 ويم ن إنتاا  طالبتين من عشرة طالبات بعدم من الطرق 

45
!8!2

!10
2

10 ==C  

 إذن عدم طرق إنتاا  اللاعة هساوى 
20C4  

10C2  = 4845  45  = 218025 

أ ممااص  3لاعتممين تتدمم ن كممل معيمما مممن  ب ممع طريصممة هم ممن إنتامما    (:8مثــال )
  اصاً بحيث لا يدخل  اصاً فى كلتا اللاعتين .   12من بين 

  الحل 

220هم ن إنتاا  اللاعة ا ولى بعدم من الطرق:      
!9!3

!12
3

12 ==C 

 أ ااص يعتاب معيع ثلاثة للاعة الثانية بعدم طرق   9فإذا انتابعا ثلاط يتبصى 

84    طريصة
!6!3

!9
3

9 ==C  
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  84  =  18480 220عدم الطرق الانتاا  اللاعتين هساوى:  طريصة    

 تمارين 

 7654321ا عدم الترتيب التى هم ن عمليا من أرقام العدم م [1]

 كراسى .  5أ ااص على  5ب ع طريصة هستطيع أن هالس  [2]

210أوجد قيمة  ]3[ LLL nnn 72إذا علع أن  ++
!)1(

!)1(
=

−

+

n

n 

604809إذا كان  ]4[ =rL  فأوجدr!  

5أحسب قيع كلًا من       ]5[

10

4

20

5

12 ,, CCC 
    nفأوجد قيمة 2Cn   435 =إذا كانت   ]6[

 أ ااص .   10أ ااص من بين  3ب ع طريصة هم ن إنتاا   [7]
ب ممع طريصممة هم ممن إنتامما  لاعتممين تتدمم ن كممل معيممما مممن أربعممة أ ممااص  [8]

 بحيث لا يدخل  ا  فى كلتا اللاعتين.  من بين عشرة أ ااص 
ب ممع طريصممة هم ممن إنتامما  لاعممة بيمما سممتة أعضمما  مممن بممين عشممرة أطبمما   [9]

 وخمسة مدرسين بحيث تتد ن اللاعة من أربعة أطبا  وأثعين من المدرسين. 

1أثبت أن     1]0[

1

1 +

+

+ =+ r

n

r

n

r

n CCC 

ومن ثع أوجد قيمة  
5
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C

CC +
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ومن ثع أوجد قيمة 
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 الباب الثانى
 نظرية ذات الحدين 

 تعريف: 

يسدى  ذد ى رديدالاي    (x + y)أى مقدار  برد ى مندمن مدي  دالاي مد    
ذى رديددالايو و  دد   هكددم فومفكددمه ادد ر ردىقددار  عةددا  أىددو  ددد  أى  ددم  يسددى   ى

ن مصل  د  مفكمه ذى رديالاي نج ى عىليات ردض ب كد  نسد ة م مة دا ردقدانمن 
 -رد ى سمف نس ىىله:

(x + y)2 = x2 + 2xy +  y2 

 (x + y )3 = x3 + 3x2  y + 3x y2 + y3 

 (x + y)4 = x4 + 4x3 y + 6x2 y2+ 4x y3 + y4 

 -ومن هذه النتائج نستنتج الأتى :
   1عاد ردياود أ  ردىفكمه =  ردقمه +  (1)
أ  كل  ا أ  ردىفكمه يساوى رلأس ردى أمع  ديه   x, y ن مجىمع أسس   (2)

 ردىفكمهو
لأول أ  ردىفكمه لاراأ  أس ردىفكمه ثم لا ةا ص  ىقار  ور ا  ن أس رديا ر (3)

أ  كل  ا ذيةىا أس رديا رد ان  لاراأ  صف  ثم لا زرلاا  ىقار  ور دا أد  كدل 
 دددا   ددد  نصدددل  دددد   أددد   دددا لأيندددمن أسددده ادددم نفدددس رلأس ردى أدددمع  ديددده 

 ردىفكمهو 
 ن مىامددل كددل  ددا أدد  ردىفكددمه يسدداوى عدداد رد مرأيددس مددي عدداد يسدداوى أس  (4)

أ  كل م ه       2أ  كل م ه ثم   1مه مأأمذر صف  أ  كل م ه ثم  ردىفك
 نصل  د   أ   ا أ  ردىفكمهو

 
 ومي ردى  ظات ردسا قو يىني رس ة اج مفكمه ذرت رديالاي عل  ردصم  و

(x+ y ) n = xn + nC1 x n-1 y1 + nC2 x
n-2 y2 + nC2 x

n-3 y3 + … + yn 
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وينددمن  ) + x]–[(ny  ردصددم   نك بده علدد  x)– (nyولإيجداد مفكددمه ردىقددار   
 مساويا  دلىقار و

xn - nC1  x n-1 y + nC2 x
n-2 y2 - nC3 x

n-3 y3 + ……  yn . 

  52y) –(3xأك ب مفكمه     (:  1مثال ) 

  الحل 

(3x-2y)5 = (3x)5 + 5C1 (3x)4 (-2y ) + 5C2 (3x)3 (-2y)2 + 

        5C3 (3x)2 (-2y)3 + 5C4 (3x) (-2y)4 + (-2y)5 

= 243 x5 – 810 x4y + 1080 x3 y2 – 720x2y3 + 240 xy 4 – 32y5    

= 243 x5 – 810 x4 y + 1080 x3 y2 – 720 x2y3 + 240 xy4 – 32 y5  

 n(x + y )  أ  مفكمه   rأوبا رديا رد ى د ب ه رد  تيريه(:  2مثال )
 الحل  

 عي ردا بو رد  تيريه  دليا    1يقل   yأس 
 nمسداويا  دلىداد   y, xأن مجىدمع أس  و يد     ry-1 ندمن  ذن : أد  اد ر رديدا ي

ومىامددل رديددا ينددمن مسدداويا       r-nx)-(1أى  r-n)- (1ينددمن مسدداويا    x ذن أس
1-rCn   

 ry 1)-(r-nx 1-rCn=  rT-1   ذن رديا ردىطلمب ام
 62y)-(xأوبا رديا رد ر ع أ  مفكمه (:  3مثال )

  الحل 

 من رديا رد ر ع  اس خارم ردى ال ردساذس ين
T4 = 6C3 x6 (-2y)4-1 = -160 x3y3 

 92y )-(3x  مفكمه 4xأوبا مىامل (:  4مثال )

  الحل 
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 ذر أس   4مساويا    xو ي  أن أس   9ينمن مساويا    x, y ي  أن مجىمع أس 
y    وا ر لا يقس عةاما ينمن رديا ام رديا ردسادس أ  ردىفكمه   5ينمن مساويا

 ام  4x وب دك ينمن مىامل
9C5 (3)4 (-2)5   = -326592   

 92x) -2 (xأوبا رديا ردسا ع أ  مفكمه (:  5مثال )

  الحل 
T7  = 9C6 (x

2) 5- (7-1) (-2x) 7-1  = 9C6 x
6 (-2)6 x 6 

      = (-2)6 
9C6 x 12    =  5376 x 12  

أوبا رديا ردخامس أ  مفكمه (:  6مثال )
7

1
3 








−

x
x 

  الحل 

Tr = nCr-1 xn-(r-1) yr-1 

)     ذن رديا ردخامس يساوى  )
4

3

4

7

5

1
3 







 −
=

x
xCT 

= ( )
xx

x
9451

27
123

567
4

3 =












 

 الحد الأوسط فى مفكوك ذى الحدين

أس ردىقدددار  عددددادر  يوبيدددا  يندددمن رديددددا رلأوسددد  ادددم رديددددا ردددد ى  تر دددده  كدددان  ذر 








+1

2

n ه  ددالاي أوسددطيي واىددا ردلدد لاي أمددا  ذر كددان أس ردىقددار  عددادر  أ ديددا  اةددا

( تر ي ىا  
2

3
(,)

2

1
(

+= nn  

 (2x + 3)9أوبا رديا رلأوس  أ  مفكمه   ( : 7مثال )

  الحل 

 اةاه  الاي أوسطيي ت تير ىا 
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5رديا ردخامس              
2

10

2

19
==

+
     

6   رديا ردسادس 
2

12

2

39
==

+
          

T5 = 9C4 (3)5 (2x)4 = 489888 x4 

T6 = 9C5 (3)4 (2x)5 = 326592 x5 

 ذر كددان رديددارن رلأوسددطان أدد  مفكددمه (:  8مثااال )
9

2 1
8 








+

x
x  م سدداويان

أثرت أن 
2

1
=x  

  الحل 

 عاد أ دى   n = 9 ي  أن 
  6   لامبا  الاي أوسطيي اىا, T  5T  

  5T  =6T  و ي  أن 

( ) ( )42

5

5

952

4

4

9 8
1

8
1

x
x

Cx
x

C 







=








  

( ) 1
5

159
8

1
8

4

9

3

9
3

5

92

4

9 =
−−

==







=

C

C
x

x
CxC    

2

1

8

1
18 33 === xxx  

رد صداعايه  ذر كانددت   x  سدب  دمى   ( 3x + 2)10أد  مفكدمه (: 9مثااال  )
ردةسبو ذيي رديا رلأوس  ورديا رد اد  ا  

15

  و  xأوبا قيىو  28

  الحل 

 6Tم رديا ردسادس عاد يوب   ذر  رديا رلأوس  ا n = 10و ي  أن 
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15

28

3

6 =



         

)8(45

)27(252

)2()3(

)2()3(

15

28
3

82

2

10

5

5

5

10
x

xC

xC
== X  =   

3

2
 

اىددا رديددالاي رلأوسددطيي أدد  مفكددمه   a, b ذر كددان (:  10مثااال )
15

1








−

x
x 

 a + bx 2 0 = رد ةايديو أأثرت أن  x سب  مى 

  الحل 

     T  8T  ,9 )عاد أ دى(   ذر  لامبا  الاي أوسطيي اىا       n=15 ي  أن   

a = T8 =  15C7   
7

1







 −

x
(x)8   a = 15C7  (-x)               (1) 

b = T9 = 15C8 
7

8

)(
1

x
x







 −
              b = 15C7 (

x

1
)               (2) 

a + b x2  = - 15C7 x + 15C7   
x

x 2

 = - 15C7 x + 15C7  x    =   0  

مفكمه  8x أوبا رديا ردىش ىل عل   (:  11مثال ) 
14

2

2








+

x
x 

  الحل 

 rTام  8x نف ض أن رديا ردىش ىل عل 

 Tr = 14Cr-1   

1

2

2
−









r

x
x 14-(r-1)  = 14Cr-1  

r

r

r

x
x

−

−

−
15

22

12
  

=14Cr-1    2
r-1     x17-3r                 17 – 3r   = 8      r = 3  

 وام يساوى   8x رديا رد اد  ام رديا رد ى يي مى عل   
T3 = 14C2   2

2   x8  = 364  x8 

 النسبة بين حدين متتاليين فى المفكوك  

    ينمن   n ( a + x)مفكمه  أ 
a

x

r

rn

T

T

r

r 
+−

=+ 11 
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أ  مفكمه (:  12مثال ) 
11

3
2 








−

x
x   أوبا ك   مي

5

7

2

3 ,
T

T

T

T 

  الحل 

22

2

3

2

15

2

3

2
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2
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
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5

6

6

7

5

7

T

T

T

T

T

T
=  

420

63

2

3

5

1511

2

3

6

1611
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



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 −


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





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

 −


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ةايديدده كددان مىددام    در x سددب  ددمى  3x)– ( 274 أد  مفكددمه (: 13مثااال )
  الاي م  ادييي م ساوييي أ  ردىقار  مخ لفان أ  رلإشا   أىا اىا رديالايو

  الحل 

 وو مىام   رديالاي م ساوييي أ  ردىقار  مخ لفان أ  رلإشا   
11 −= +

معامل

معامل

T

T

r

r  

( )
−=

−


+−
1

3

4127

r

r
 

 r = 16  ادض ب رد بادد  نجا أن
 17T  16T ذر  رديالاي اىا  

 

 تمارين 

 - اس خارم نظ يو ذرت رديالاي أوبا مفكمه كل مىا يأت : [1]
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(i) (a + b)5  (ii) 
6

3

2








−

x

x
   (iii)    (x – 2)7 

 -أوبا : [2]
 و(x + y)12 أ  مفكمه  6x  رديا رد ى يي مى عل  -أ

 و  (x + y)17 رديا رد ر ع عش  أ  مفكمه  -ب 

كمه   أ  مف 6x  أثرت أنه لا لامبا  ا يي مى عل   [3]
11

3

2








−

x

x                         

 ذر كان  n(x + y) أ  مفكمه  [4]
3

2

4

3 =
T

T  , 2= 3 T 3T أىا قيىو  n  و 

عةاما   (2x+3)15أوبا ردةسبو ذيي رديالاي رد اسع ورد امي أ  مفكمه  [5]
x=5 و 

أوبا ردةسبو ذيي رديا ردسادس أ  مفكمه   [6]
11

1








+

x
x   ورديا ردخامس أ

مفكمه 
10

2

1








−

x
x     وإذر كانت ا ه ردةسبو تساوى

625

أوبا ردقيىو    88
xو 

اد    5T د  مىامل  7T  ذر كانت نسبو مىامل  n(1+ mx) أ  مفكمه  [7]
وأوبدا   n=   8أأثردت أن  1T مد ه مىامدل   112يسداوى  3T ومىامدل  5 :8
 و mقيىو 

أد  مفكدمه   xان رديا ردسدا ع ادم رديدا ردخداد  مدي  ذر ك  [8]
n

x

x








−

2

3 5

5
 

 ثم أ سب قيىو ا ر ردياو nأوبا قيىو 
 
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 الثالثالباب 

 المركبة الأعداد 

 فااااذر هااااا   م  لاااام   x+ 1 = 0 2x +إذا اعتبرناااام ادلةم داااا  

( )31
2

1
, 21 −−=xx 

وحياااااه   نااااا  ايل ااااا  إيلااااام  ادلاااااا   ادتربيةاااااي دسليااااا  نااااامدب   ااااايل    ر نستااااا  
   313,1 −=−−=i  

 .مرك  ي عد  يسل i حتوى علييفذر  ى عد  و دادك 

)31(
2

1
2,1 ix −=  

، وذداااك  سر لااامل دلةااامد  ا دلااامني  −1دلسليااا   iو غلااا  ادلراهاااد  سااات د  ادرمااا  
[ وادااى كامر  وم ما  Leonard Eular 1707 – 1783]دينونام    و لار 

  نت د   اا ادرم  .
iiiiiiiاحظ  ر  ==−=−=−= 543 ,1,,1,1 2 

 عادا  حييييا أ  نا  عاد   a , b )حياه   a + i bذنا  ياامم دلةاد   وعلاي ذداك ف
 فاااااذر Z مركااااا  فاااااي ادياااااو ر ادةم يااااا  فاااااذذا  م نااااام د ااااااا ادةاااااد   ااااامدرم 

  Z = a + ib  ونسلي ادل ء ادحيياي في ادةاد   اوa    وادلا ء ادت يلاي داb 
           b = Im ( Z ) , a = Re  ( Z ) أ وننست   ائلمل  ib )وديس 

 :  ةني ادت يلي وادحيياي.    I m  , Re حيه 
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ياااامم دةاااد ب  ماااركبي   ن لااام متسااامو مر إذا كااامر ادلااا ء ادحييااااي   (:1تعريففف   
 حااد لم مساامو مل ادلاا ء ادحيياااي دلكاار  وكااادك  ادلاا ء ادت يلااي  حااد لم يسااموى 

 ادل ء ادت يلي دلكر و اا يةني   ر 
a + ib = a` + ib`    a = a` , b = b` 

 يةني " إذا وإذا فاط كمر "   ادرم   
 a ى  Re Z= 0 إذا كمر   Z = a + ib في ادةد  ادلرك   (:  2تعري   

 .  Z= ibعد    يلي مطلق  ى ي ور علي اديو ر   Zقيل  ر ادةد     0 =
 عد  حيياي مطلق.  Z يامم  ر   b=0 ى  Im Z = 0 وإذا كمر  

 ستنتج م  ذدك  ر فئ  ا عدا  ادحيييي   ي فئ  ه ئي  م  ا عدا  ادلركب .ن
يسالي   a – ibفاذر ادةاد   Z = a + ibاعتبار ادةاد  ادلركا  (: 3تعري   

 .  Zi b –= a ى  ر   Zو رم  د   مدرم    Zادةد  ادلرافق دلةد   
ياار  ر ادلرافااق  ى عااد  مركاا  ي تلااف عناا  فاااط فااي إ اام ر بتضاام ماا   اااا ادتةب

 ادل ء ادت يلي .
 العمليات الأساسية على الأعداد المركبة 

 ib 2= a 2,          Z   1+ ib 1= a1Z +2 نفرض  ر                  
 b 1) + i ( b 2+ a 1= ( a 2+ Z 1Z +2  ( ي ور ادللد               

 b 1) + i ( b 2+ a 1= ( a 2Z - 1Z +2                          (ادطرح 
  2a1 + b 2b1) + i ( a 2b1b -2 a1= ( a 2Z  1Z  (ادضرب          

22

11

2

1

iba

iba

Z

Z

+

+
=  
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 2Z 2ib – 2=  a ضرب كل م  ادبسط وادلام  في مرافق ادلام  

))(

)()(

2222

2211

2

1

ibaiba

ibaiba

Z

Z

−+

−+
=

2

2

2

2

21212121 )(

ba

baabibbaa

+

−+
=  












+

−
+









 +
=

2

2

2

2

2121

2

2

2121

ba

baab
i

a

bbaa  

 حمصل ضرب عد ب  مترافاي  ي ور عد ال حييييمل مطلامل .   (:1نظرية  
  البرهان 

  ib  –= a  Z ومرافا     Z = a + ib نفرض ادةد  

Z Z  = (a + ib) (a – ib) = a2 – i2 b2 = a2 + b2 
22ادسليا    Z = a + ibض ادةاد  ادلركا   نفار : تعريفف  ba  سالي  +

 . Zمييمس ادةد  ادلرك   
 سالي ادييلا  ادلطلاا   وادييلا    Zادييل  ادلوهب  دللا   ادتربيةاي دلييامس ادةاد  

  مدرم   ى  ر   Z. و رم  د م  Zادةد ي  دلةد  ادلرك   

 Z   = + 
22 ba +  

 فذر:  ib 2= a2, Z    1+ ib 1= a 1Z +2نفرض  ر   ( : 2 نظرية  

(1) 2121 ZZZZ +=+                                      

(2) 2121 ZZZZ =    (3) 
2

1

2

1

Z

Z

Z

Z
=








   

  البرهان 

 أ : 3أ ن ل وننثبت الآر )2أ )1إثبمت ) 
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1Z  = a1 – ib1                 ,   2Z = a2 – ib2 

L . H . S = 








+

+
=









22
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2

1
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iba

Z

Z
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
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

−

−

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+
=
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11
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iba

iba
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

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2

2

2

2

21212121 )()(
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baabibbaa
 

2

2

2

2
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baabibbaa

+
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( )( )2222

2211

22

11

2

1
...

ibaiba

ibaiba
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Z

Z
SHR
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+−
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−
==  
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







=

+

−−+
=

2

1

2

2

2

2

21212121

Z

Z
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baabibbaa
 

   م ي ضد ا عدا  ادلركب  الآ ي  في اديو ر ادة  (:1مثال  

( )
( ) ( )

( ) ( )ii

ii

i

i
i

213

3123
,

1

1
,1

2

2
3

−+

−+

−

+
+  

  الحل 

 (1 + i)3 = 1 + 3i + 3i2 + 3i3 

= 1 + 3i – 3 i  = -2 + 2i 

 
( )

i
i

i

i
=

+
=

−

+

2

1

1

1
2
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( )( )
( )( )

i
i

i

ii

ii
7.057.1

1020

341

2168

31125
+=

−

−
=

−+

−+
=  

 إذا عل   ن لم  حاامر ادلةم د : x , y وهد ادييل  ادحيييي  دسل م    (:2مثال  
(1 + i ) ( x + 2y) – ( 3 – i ) (x – y ) = 8 + 3 i  

  الحل 

 ( 1 + i) ( x + 2 y ) – ( 3 – i) (x – y) = 8 + 3i 

( -2x + 5y – 8 ) + i (2x + y – 3 ) = 0  
    a = 0   , b = 0 a + ib = 0   ونح  نةل   ر 

–2 x+ 5 y – 8 = 0 ,  2x + y – 3 = 0 
   وبحل ادلةم دتي  نحيل علي 

12

7
x =   ,      

6

11
y =    

 

 التمثيل الهندسى للأعداد المركبة  شكل آرجاند(

كااال ا عااادا    ox ,oyونأكاااا علاااي ادلحاااو      xyنةتبااار ادلساااتوى ادةااام ى 
.   ى يلثال (a , b)ثنمئي مر ا   يل   اعتبم ه Zادحيييي   ى  ر ادةد  ادلرك  

 ااوادل ء ادحيياااي دلةاااد  ,  aبناطاا  فااي  اااا ادلسااتوى , حياااه انحااداثي ادساايني 
 ااااو ادلاااا ء ادت يلااااي دلةااااد  وب اااااا نلااااد  ر كاااال ناطاااا                bانحااااداثي ادياااام ى

 (a , b )  في ادلستوى  لثل عد ال مركبمل واحدالZ = a + ib . 
 ي  لثااال ادةاااد  ادلركااا  تااافاااي  ااااا ادلساااتوى واد ( 3 , 2)فلاااث ل  ادناطااا  

  Z = 2 + 3i   ون حاظ  نام  ر ا عادا  ادتاي علاي ادياو رa  + ib   حياه
b = 0  اد كل م علي ادلحو  ادسيني و اه  ي ا عدا  ادحيييي  ادلطلاا  كاادك 

 ااد كل ام علاي ادلحاو  اديام ى. و ااه  اي ا عادا  a = 0 ا عادا  ادتاي د ام 

Z = a + ib 

y 
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في  ااا ادلساتوى  امدلحو  ادحييااي ox   طلا . دادك يسلي ادلحو  ادت يلي   ادل
  مدلحو  ادت يلي.  oyوادلحو  

 
 
 
 
 

بباد  ما  ادناطا    OZ حد  متل ام  Z = a + ibواضم م  ادش ل   ر ادناط  
 وكلااااااااااام نةلااااااااااا  مااااااااااا    اناااااااااااتنم دللتل ااااااااااامت  ر  Zو نت اااااااااااي عناااااااااااد ادناطااااااااااا   0
22 ba +=  OZ 

 . Zي ور مسمو مل دلييل  ادلطلا  دلةد  ادلرك   OZادلتل   ى  ر طوم 
  الصورة المثلثية للعدد المركب

حياااه  Z وهااادنم  ر  ى عاااد  مركااا  يل ااا   لثيلااا  فاااي  ااا ل   همناااد بناطااا    

 طود  ي ور مسمو مل ادييل  ادلطلا  دلةد  ادلرك  . OZادلتل    
 
 
 
 
 

y 

Z 
r 

b 

x a o 



 
 

25 

ماد ادلحاو  ادحييااي  ااه اد او ا   سالي  ييند زاو     OZفذذا كمر ادلتل   
 . = Arg Zو رم  د م  مدرم    Z: نة  ادةد   

  اااامدطبد بوهااااد عااااد  ا ن اااامئي ماااا  اديااااي  دسااااة  عااااد  مركاااا  ف ااااي  أكااااا اديااااي  :
  + 2n   حياهn = 0 , 1 , 2 , 3, ….  فاذذا كامرZ= a + ib   فاذر
 :22 ba += OZ= Z   وننرم   ائلمل د ااه ادييلا  ادةد يا   امدرمr   ى 
22 ر  ba +r =   وعلي ذدك م  ادش ل بتضم  ر 

a = r  cos     ,   b = r sin  

Z = a + ib = r (cos   + i sin ) 
 م  ذدك نرى  ر  ى عد  مرك  يل   وضة  في اديو ر : 

Z = r ( cos + i sin ) 
 ادييلااا  ادلطلاااا  دلةاااد    rونسااالي  ااااه  مدياااو ر ادلثلثيااا  دلةاااد  ادلركااا  حياااه 

  , Z    2ادسااة  . وحيااه  ر إضاامف  مضاامعفمت   دل او اا   ا يغياار ماا
ودسا    Z يلم  ر  سور نة  ادةاد    + 2n قيلت م فذر  ى قيل  م  قي   

 .Z كسة  دلةد   دل او     ننتفق علي  ر نأكا  ائلمل  قل قيل  
 i  , -  6iعي  ادسة  وادييل  ادلطلا  دلأعدا  الآ ي       (: 3مثال  

  الحل 

 ) عد    يلي مطلق أ         Z   = i = a + ib  ادةد   
 r = 1       , cos  = 0   ,     sin = 1      =  

2


 

   i  = 







+

2
sin

2
cos


i    

 Z = - 6i   Z= a + ib  مدنسب  دلةد  
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r = 6     ,      cos   = 0               ,   sin  = 1  

 = 
2

3
                 or            =

2

−  

وحيه  ر 
2

−   قل عد ال م 
2

3 

- 6 i  =  6  [cos 






 −

2


 + i sin 







 −

2


] .  

 نظرية ديموافر 

 فأر    Z = cos  + i sin    ,n Qإذا كمر 
Zn = (Cos  + i sin )n  = Cos n  + i sin n  

 نفرض عد ب  مركبي  في اديو ر ادلثلثي  : 
Z1 = r1 (cos 1 + i sin 1), 

Z2 = r2 (cos 2 + i sin 2) . 

Z1Z2 = r1r2 (cos 1 + i sin 1) (cos 2 + i sin 2)  

        = r1r2 [(cos 1 cos 1) (sin 1  sin 2) + i (cos 1 

sin 2)(sin 1 + cos 2)]  

 Z1Z2 = [r1r2 (cos 1 + 2) + i sin (1 + 2)]  
 2r1r=    2Z1Z           م   اا نرى  ر 

Arg (Z1Z2) = 1 + 2 
مةني ذدك  ر ادييل  ادةد ي  دحمصال ضارب عاد ب  ماركبي   اي حمصال ضارب 
اديي  ادةد ي  دسل ما  ادةاد ب  بينلام ناة  حمصال ادضارب يساموى مللاو  ناةتي 

 ادةد ب  .
 م  ا عدا  ادلركب  فأن  بتطبيق نفس ا نلوب نحيل علي   nوإذا كمر ددبنم 
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(cos1 + i sin2) (cos 2 + i sin 2)…(cos n + i sinn) 

= cos (1 + 2 + … n ) + i sin (1 + 2 + …. + n ) 
  n= ….   =     2=  1    0   =في حمد                           

  i sin n+  n=  con    n)i sin+  (cos       فذر
 و اه  ي نظر    يلوافر.

 عد  صحيم نمد   ر   nحمد  مم  سور   و ل    س ود  إثبمت  اه ادنظر   في

(Cos  + i sin ) –1  =  
)sin(

1

 iCos +
 = cos  - i sin  

 (Cos  + i sin ) –1 = cos (-) + i sin (-) 
وبرفااد طرفااي ادلةم داا     n = -1 ى  ر نظر ا   يلااوافر صااحيح   يضاامل عنااد 

 نحيل علي    nادسم ا  إدي ا س 
(cos  + i sin  )-n =  [cos (-) + i sin (-)]n 

= Cos (-n  )  + i sin ( -n ) 
 ب اا نستطيد  ر نوهد كم ج قسل  عد ب  مركبي  :

)sincos(

)sincos(

222

111

2

1





ir

ir

Z

Z

+

+
=  

      = 
2

1

r

r
(cos 1 + i sin 1) (cos 2 + i sin 2)-1 

 وبتطبيق نظر    يلوافر نحيل علي :

2

1

2

1

r

r

Z

Z
= [ cos (1 – 2 ) + i sin (1 – 2 )] 
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       وبادك ي ور:
2

1

2

1

r

r

Z

Z
=2 -  1= 









2

1

Z

Z
,  Arg        

 ضد ا عدا  ادلركب  الآ ي  في صو   م ادلثلثي : (:  4مثال  

( 3  + i )3       ,           5

4

)1(

)1(

i

i

−

+
 

  الحل 

   +   i sin  + i =  r (cos(3    نفرض  ر 
 r = 2 ,   cos   = 

2

3
,  Sin  =  

2

1
     = 

6


 

 3  + i    =  2 ( cos 
6


+ i  sin 

6


 )  

( 3  + i )3 = 8 ( cos 
2


 + i sin 

2


) . 

  1i sin +  1(cos 1 1+ i =  r(         يضمل نضد : 

= 2 ( cos 
4


+ i sin 

4


) 

1 – i  = 2 [ 2 ( cos (-
4


) + i sin (-

4


) ] 

( )
( )

54

5

4

5

4

4
sin

4
cos

4
sin

42

2

)1(

)1(








+








+=

−

+



iiCos

i

i
 

= 
2

1
 [ Cos   + i sin  ]   [cos  

4

5
 + sin 

4

5
]  

= 
2

1
 ( cos 

4

9
 + i  sin 

4

9
 ) 
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= 
2

1
 ( cos 

4


+ i  sin 

4


 ) .  

 تطبيقات على نظرية ديموافر  

 عد  صحيم موه  . nحيه cos n , sin n  مفسوك  - وال :
 م  نظر    يلوافر نةل   ر :  

(cos  + i  sin  )n = cos n + i  sin n  
 وم  نظر   ذات ادحدب  نةل   ر :

(cos  + i  sin )n = cosn  + nC1 cosn-1  (i  sin ) 

+ nC2 con n-2  . ( i sin  )2 + …. +   sinn   

= cos n +  i  sin n  
 وبلسموار  ا ه اء ادحيييي  في ادطرفي  نحيل علي :

cos n = cosn - nC2 cos n-2  sin2  + …  

sin n = nC1 cosn-1  sin  - nC3cos n-3 sin3  + … 
  .Sin   Cos   ,  بداد     Sin 5  , Cos5   وهد (:  5مثال  

  الحل 

cos 5 + i sin 5  =  cos5   + 5 (cos4) (i sin  ) 

+  10 (cos3 ) ( i sin  )2 + 10  (cos2  )  ( i sin )3  

+ 5 cos  ( i sin )4  + ( i sin )5 

cos  5= cos 5  – 10  cos3  sin2   + 5 cos  sin4  .  

sin 5 = 5  cos4  sin  – 10 cos2  sin3  + sin5   
 

 و يضمل يل   انتنتمج :
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








42

53

tan5tan101

tantan10tan5

5cos

5sin
5tan

+−

+−
==  

 . بداد  م ر ات )مضمعفمتأ اد واي    n cos  ,   nsin مفسوك ثمنيمل :
  Z = cos  + i sin         نفرض ادةد  ادلرك   

Z

1
  = cos (-)   +   i  sin (-) = cos     -    i  sin   

 Z  +  
Z

1
 = 2 cos   ,     Z  -  

Z

1
 = 2 i  sin   

  يضمل نةل   ر :  
Zn = cos n + i  sin n , 

nZ

1
 = cos n + i  sin n  

(Zn +  
nZ

1
) = 2 cos n , (Zn -  

nZ

1
) = 2 i  sin n  

n

Z
Z 








+

1
 = 2n . cosn   

= Zn + nC1 Zn-2  + nC2 Zn-3 +  ….. +  
nZ

1
 

   ى  ر :

2n cosn  = (Zn  + 
nZ

1
) + nC1 (Zn-2 + 

2

1
−nZ

 ) + ….  

 وبتطبيق ادة ق  ادسم ا  نحيل علي :
 

2n cosn  = 2 cos n + n . 2 cos (n-2)  +  
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!2

`)1( −nn
 2 cos (n – 4)  + …  

(n   نةتبر : nsin ونيلم  مفسوك 
Z

1
 -= ( Z     n)(2i  sin   

 ث  بتبد نفس اد طوات ادسم ا  
  4nat وهد مفسوك      (:6مثال  

  الحل 

tan4 = 



4

4

cos

sin   

(2 cos )4   =  (Z + 
Z

1
)4 

= Z4 + 4 Z2 + 6 + 4 
2

1

Z
+ 

4

1

Z
 

= ( Z4 + 
4

1

Z
 ) + 4 (Z2 + 

2

1

Z
) + 6 

24 cos4  = 2 cos 4 + 8 cos  + 6  

 cos 28  – cos 4= 2   4sin 42 6 +   مدلثل نلد  ر 

tan 4  = 
32cos44cos

3cos44cos

++

+−




 

 عد  مرك  .   Zحيه      Z nx =إيلم  هاو  ادلةم د    -ثمدثمل :  
  Z = r ( cos  + i sin  )  (1)     دحل  اه ادلةم د  نضد :    

 i sin + ( cos  1(2) x = r               (        ونفرض  ر ادلا  
 نحيل علي  Z nx =وبمدتةو ض في ادلةم د  

r n

1 ( cos  + i sin n  ) = r = ( cos  +  i sin  )  
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r n

1 = r      r1  = nr

1

 وما  ادتسامون نحيال علاي                     

cos n   + i sin  = cos  + i sin  

cos n  = cos     ,     sin n  = sin   
 … , n  = + 2  k , K = 0 , 1 , 2 م  ذدك نستنتج  ر :        

 (2)في        ,  1r نحيل علي م  مدتةو ض ع   Z nX =هاو  ادلةم د  








 +
+

+
=

n

k
i

n

k
rx n

 2
sin

2
cos

1

 

م  ادلاو  ادل تلف  : و اا  nي ور د م   ابد  ر Z nX =وحيه  ر ادلةم د   
 k = 0 , 1 , 2 , ……… , n-1يحدث إذا كمنت          

rZفسأننام نوهااد قيلا   Z nx =حينلاام نوهاد هاااو  ادلةم دا  ملحوظففة : 

1

 ى  
مةناي ذداك  ر Z = r (cos  + i sin ) ادلاا  ادناوني دلةاد  ادلركا  

 م  اديي   ي : n مرك  ي ور د  ادلا  ادنوني  ى عد  








 +
+

+

n

k
i

n

k
r n

 2
sin

2
cos

1

 , k = 1, 2 , 3 , …. , n-1 

 X 164 =حل ادلةم د              (:7مثال  
  الحل 

16 = r (cos  + i  sin ) 

r = 16 , cos  = 1   ,   sin  = 0    ,    = 0  

   i sin +  = 16 ( cos  4x (                     نفرض
















 +
+







 +
=

4

20
sin

4

20
)16( 4

1
 k

i
k

x  
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x = 2 ( cos 
2

k
 + i sin 

2

k
) , k = 0 , 1 , 2 , 3 .  

at k = 0    x = 2 

at k = 1    x = 2 ( con 
2


+ i sin 

2


 ) = 2i 

at k = 2    x = 2 ( con + i sin  ) = 2  

at k = 3    x = 2 ( con 
2

3
+ i sin 

2

3
) = 2i 

إذا مُثلت  ااه ادلااو  فاي مساتوى   همناد فأن ام  ااد علاي محايط  ائارر   ملحوظة:
 واحدر و اسل  إدي   بة   ه اء متسمو   .

 )-(4i   وهد قيل  (:  8مثال  
  الحل 

 i  = 1 ( cos  + i sin )  

- r = 1   , cos  = 0 , sin  = -1      = 
2

TI−
 

 - i  = cos (
2

−
) + i sin (

2

−
)  

 قيل  ادلةم د 


















+

−

+


















+

−

=
4

2
2sin

4

2
2cos







k

i

k

x , k = 0 , 1 , 2 , 3  

at k = 0   x = cos (
8

−
) + i sin (

8

−
)  ;  

 k = 1   x = cos (
8

3
) + i sin (

8

3
)  ; 
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k = 2   x = cos (
8

4
) + i sin (

8

4
) ;  

k = 3   x = cos (
8

11
) + i sin (

8

11
)  .   

 تمارين 
 

 Z = 3i  –Z = 1 ,- 2دسال ما      Z,   Z, arg (Z) وهاد   [1]

–3i   ,     Z = i    

فةي     Z = 1 + iإذا كمنت    [2]
Z

1
 2, Z 3, Z 

  حيه ي ور a , b  وهد عد ب  حيياي   [3]
( 1 + i ) a + 2 (1 – 2i) b – 3 = 0   

بدادا  قاوى , 9  sin   sin 4 ,  sin 5عبر عا  كال ملام ياأ ي  [4]
sin    

1بر    ر   [5]
1

1
=

−

−

Z

Z   حيهZ   1 

  3 sin  ثبات  ر                   [6]
4

1
 - sin 

4

3
=   3sin    

  

cos 4  = 
8

1
cos 4  + 

2

1
cos2  + 

8

3  

   Z 5Z   ,       1 =8         0 =   1  + وهد هاو  ادلةم د  [7]

 انت دا  نظر    يلوافر  ثبت  ر  [8]
[9]  4sin + 5 cos  2sin 310 cos – 5= cos Cos5 

  tanبداد     tan 5وعبر ع .   sin5و وهد كادك   
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 i cos+  = sin ثبت  ر :  [10]




cossin1

cossin1

i

i

−+

++ 

 عبر ع  ا عدا  ادلركب  الآ ي  في اديو ر ادلثلثي   [11]
Z = - 3  + i ,  Z = 1 + i  , Z = - -1 + i 3   

   = i  3-2  -Z     وهد ادلاو  ا  بة  دلةد  ادلرك [12]
 وهد   [13]

iba

iba

+

)2-أ (2−
iba

iba

−

 أ +

عندمم x,y وهد   Z = x + iyإذا كمنت  [14]
ii

z

i

z

+
=−

+ 2

52

1

2
 

1وكمنات   i1, Z i2+4-= 2Z+2=إذا كمنات  [15]

2

1

1

1

3

−−− += ZZZ 
  3Z. وهد  

 



 
 

 

37 

 

 الرابع الباب

 نظرية المعادلات  

فى هذا سنتعرض لبعض النظريات الهامة الخاصة بالمعادلات وحلولها وقد سبق  
 أن درس الطالب فى المرحلة السابقة معادلة الدرجة الثانية وصورتها العامة هى  

 + b x + c = 0 2a x  .وكان جذر المعادلة يعطيان بالعلاقتين 

a

acbb
x

2

42

2,1

−−
=    

فى مجهول واحبد والتبى ىلبى الةبور   n والآن سنناقش المعادلات التى من درجة
 . 

P(x)= a0 xn+ a1xn-1+ a2xn-2+ … + an-1x+ an = 0      (1) 

 أىداد حقيقية. n, ….. , a1, a0 aحيث 

هب  يمنبن الوةبول ىلبى قبانون ىبا  نسبتخدمو كمبا هبو   هبو  وهنا ينشأ سؤال هبا 
 درجة الثانية لاستخراج حلول هذه المعادلة ؟ الوال فى حالة معادلة ال

مثبب  هببذا القببانون موجببود للمعببادلات التببى مببن الدرجببة الثالثببة والرابعببة فقبب   لا أن 
استخدامهم معقد وللمعادلات من الدرجة الأىلبى مبن الدرجبة الرابعبة لا يوجبد مثب  

( أن مثببب   لبببن القبببانون لا يمنبببن  يجببباده  Abelهبببذا القبببانون ثوقبببد أ قببب    ببب  
وبببالطبف فببذن هببذا لا يعنببى أن المعادلببة لببي  لهببا جببذور . فوجببود القببانون  يجبباد 
الجذور شىء ووجود الجذر نفسو شىء  خر . وسوف نورد فيما يلى نظرية هامة 

 جداً .  
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ىدد صبوي  موجبب(   nثحيث   nك  معادلة جقرية من درجة  (:1نظرية )
ل الأىبببداد المركببببة ثمبببن ( لهبببا ىلبببى الأقببب  جبببذر واحبببد فبببى مجبببا1ىلبببى الةبببور  ث

 الممنن أن ينون هذا الجذر حقيقى أو مركب(. 
 ومن هذه النظرية تنتج النتيجة الآتية: 

جبذور  ث حقيقبة أو مركببة ( ىبددها   nللمعادلبة الجقريبة التبى مبن درجبة نتيجة: 
n  . 

(كلهببا حقيقببة وكببان هنببا  جببذر 1  ا كانبب  معبباملات المعادلببة ث (:2نظريةةة )
    - i فبذن مرافب  هبذا الجبذر   i   +عادلبة ىلبى الةبور مركبب لهبذه الم

 ينون أيضاً جذر لهذه المعادلة . 
ىببببدد الجببببذور المركبببببة لأي معادلببببة جقريببببة ينببببون ىببببدداً  وجيبببباً  (:1نتيجةةةةة  

 ثمعاملات المعادلة حقيقية(. 
 المعادلببببة الجقريببببة  ات المعببببباملات الوقيقيببببة والتببببى مببببن درجبببببة (:2نتيجةةةةةة  

 ردية لها ىلى الأق  جذر حقيقى واحد. ( ف2n + 1ث 
( كلهببا أىببداد يياسببية ثأي ىلببى 1  ا كانبب  معبباملات المعادلببة ث (3نظريةةة )

الةور  
q

P  حيثp , q   .)أىداد صويوة 

m  ا كانب   :  فمثلا  +    جبذر للمعادلبة فبذن للمعادلبة جبذر  خبر ىلبى الةبور
m −   حيثZ   ,   
 

  العلاقة بين جذور المعادلة ومعاملتها:
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يمنبن  P(x)( فبذن 1هبى جبذور المعادلبة ث n, … P 2, P 1P والآن لبتنن 
ومبن  بم  p)-) … (x2P-) (x1p-(x0P (x) = aكتا تهبا ىلبى الةبور  

 نستطيف بمقارنة المعاملات أن نستنج أن:

  P1 + P2 + … + Pn = معاملx

xمعامل

a

a
n

n 1

1

−

=
−


 

P1 (P2+P3+…+Pn )+ P2(P3+P4+…Pn )+… Pn-1Pn 

Xمعامل

xمعامل

a

a
n

n 2

0

2

−

==  

أي أن مجموع الجذور = 
xمعامل

xمعامل

a

a
n

n 1

0

1

−

=
−

- 

مجموع حاص  ضرب الجذور مأخو   مثنى = 
Xمعامل

xمعامل

a

a
n

n 2

0

2

−

=  

-مجموع حواص  ضرب الجذور مأخو    لاث = 
Xمعامل

xمعامل

a

a
n

n 3

0

3

−

=  

 mموع حواص  ضرب الجذور مأخو    مج

 =
xمعامل

xمعامل

a

a
n

mmn

mm )1(
)1(

0

−
=−

−

 

حاص  ضرب الجذور كلهم = 
xمعامل

الحدالمطلق
n

n)1(−  =
a

an n1)-( 

وقبببد يتببببادر  لبببى البببذهن أنبببو بمعرفبببة هبببذه العلاقبببات يمنننبببا حببب  المعادلبببة المعطبببا  
م الجذور ستقوء بالفش  ولنن فى واقف الأمر فذن أي مواولة للوذف لنى نوجد يي

 فستنتج المعادلة المراد حلها . ولنن نوذر من ىم   لن لعد  ضياع الوق  . 
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تنون متوالية   11x26x–3x+–  0 =6  ا كان  جذور المعادلة  :(1مثال  
 ىددية فأوجد الجذور.

 الحل 

واضب  أن مجمبوع الجبذور هبو     a – b , a , a + bنفرض أن الجذور هبى 
3 a  

3a = 
1

)6(−−
= 6        a = 2  

مجموع الجذور مثنى مثنى = 
xمعامل

xمعامل
3

 

)a - b) (a + a + b) + a ( a + b) = 
1

11
= 11 

 2b - 23 a 11 =             ومنها 

 نوة  ىلى     a = 2بالتعويض ىن ييمة 
12 – b2 = 11          b2  = 1     b =  1  

 3 , 2 , 1    وأي من القيمتين يةل  وتنون الجذور  هى
 4x + 48 = 0  – 216x  – 3+ x 4xح  المعادلة           (:  2مثال  

   ا كان مجموع جذرين من جذورها صفراً . 
 الحل 

   a , b , c , dنفرض أن الجذور هى             

             b  -a =             a + b = 0  بويث توق   

 a , - a , c, d     ومن  م تنون الجذور هى
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−مجموع الجذور =  
xمعامل

xمعامل
4

3

     

c + d = -1 

مجموع الجذور مثنى مثنى = 
xمعامل

xمعامل
4

2 −
  

-a2 + ac + ad – ac – ad + cd = -16 

- a2 + cd = -16                                          (2) 

مجموع حاص  ضرب الجذور  لاث = 
xمعامل

xمعامل
4

− 

- a 2c – a2 d + a cd – a cd = 4  

 - a2 (c + d ) = 4                                    (3) 

حاص  ضرب الجذور كلها = 
xمعامل

الحدالمطلق
4

 

- a2 cd   = 48        (4) 

   = a  2ومن  م ينتج أن    2a    4 =( ينتج أن   3( ، ث1من ث
 جبببذراً أيضببباً. فينبببون   a–جبببذر فبببذن   a  ا كبببان   ووحيبببث أننبببا اسبببتنتجنا أنببب

 ينتج أن: (2 )جذران ومن   2- , 2  
cd = -12    ,   c + d  = -1  c = - d –1  

-(d + 1 ) d = -12 ,   d2 + d – 12 = 0  

(d – 3 ) ( d + 4 ) = 0 

وىليبو  c = 3  فبذن  d= -4وإ ا كبان  c = -4فبذن  d = 3ومبن  بم   ا كبان
  4- ,3 , 2- ,2 تنون جذور المعادلة هى 

 x+10 = 0 – 2+ 19 x37 x–4x 23أوجد جذور المعادلة     (: 3مثال  
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  i + 2  ا ىلم أن أحد جذورها هى    

 الحل 

جببذراً لهببذه   i – 2ينببون  (2)عبباملات كلهببا حقيقيببة فمببن نظريببة حيببث أن الم
 هبببى   i 2المعادلبببة ومبببن  بببم تنبببون معادلبببة الدرجبببة الثانيبببة التبببى جبببذرها  

4x + 5 = 0   – 2x  ومبن  بم نجبد أن المعادلبة المعطبا  يمنبن كتا تهبا ىلبى
 الةور  

(x2 – 4x + 5)   (x2 + ax + b) = 0    

  b = 2ن                    وبمقارنة المعاملات نجد أ
5a – 4b = -23      5a = -15    a = -3 

x2 -  3x + 2 = 0    (x-1) (x-2) =0 

 i , 2 – i + 2 , 2 , 1   ومن  م تنون جذور المعادلة هى:
فذننبا  0  nP = (x)جذور المعادلبة  هى n, … P2, P 1P نعلم أنو   ا كان  

 نستطيف كتا تها ىلى الةور  
P (x)  = a0 (x – P1) (x – P2) …. ( x-pn) = 0  

مبر  فقب  فذننبا   mمنبرر    x = pجبذر  o nP  = (x)و   ا كبان للمعادلبة 
 نستطيف كتابة المعادلة ىلى الةور 

 P (x) = (x – p)m g (x) 

ببذجراء   g(p)  0وينبون   (n-m)الدرجة هى كثير  حدود من   g (x)حيث 
 التفاض  نجد أن 

)]()()([)(

)()()()()(

1

1

xgpxxmgpx

xgpxxgpxmxP

m

mm

n

−+−=

−+−=

−

−
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)(0ومبن  بم نجبد أن المعادلبة  = xPn  لهبا جبذرx = p    1منبرر  –m   
)(0وبالمثبب  نجببد أن   g(p) = 0مببر  فقبب  و لببن لأن  = xPnلهببا  جببذر 

 x = p    2منرر -m 0نبذا فبذن مره فق  وه)()( =xP n
r  جبذرx = p   

 مر  فق    m-rمنرر
 أوجد ح  المعادلة   : ( 4مثال  

x4 – 9 x3 + 30 x2 – 44 x + 24 = 0  

 جذر منرر  لاث مرات.  لها   ا ىلم  أن 
 الحل 

P(x) = x4 – 9x3 + 30x2 – 44x + 24 

)(xP = 4 x3 – 27 x2 + 60 x – 44. 

)(xP  = 12 x2 – 54 x + 60  

= 6 ( 2 x2 – 9x + 10 )  

= 6 ( 2 x – 5 ) ( x – 2 )   

xP)(نجد أن جذور  = 0   هىx = 5/2 , x = 2   

P(x) = 0   ،)(rنعبوض ىبن هباتين القيمتبين فبى كب  مبن 

nP=0   والبذي
هو جبذر منبرر  بلاث    x = 2ن يوق  كلاهما معاً فهو الجذر المنرر . نجد أ

 مرات و من  م نجد أن 
P (x) = (x - 2)3 (x - a)  

مببن مقارنببة المعبباملات نجببد أن حاصبب  ضببرب الجببذور   aويمنببن تعيببين الجببذر 
 a = 3 ومن  م   24ومن المعادلة نجد أنو   8aهو 

P(x) = (x-2)3 (x-3) 

]1Commented [H : 
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 3 , 2 , 2 , 2          الجذور هى

 التربيع المعادلات ثنائية 

تسبمى  ناييبة التربيبف  c = 0  2+  bx 4a x +المعبادلات التبى ىلبى الةبور  
 ومن  م نجد أن:  2Z = x ولو  هذا النوع نضف 

a Z2 + bZ + c = 0  

 ومن  م نجد أن  Zوهذه معادلة من الدرجة الثانية فى 

x1,2 =  
a

acbb

2

42 −+−
      ,   

a

acbb
x

2

42

4,3

−−−
=  

 213x – 4x  0 = 36 +ح  المعادلة   (:5ال )مث
 الحل 

 ومن  م نجد أن     2Z = x نضف 
Z2 – 13 Z + 36 = 0      (Z – 9 ) ( Z – 4 ) = 0  

i.e , Z = 9            ,          Z = 4  

 x =  3            ,          x =  2  

 3- , 3 , 2- , 2      جذور هذه المعادلة هى
 ادلات التى تحتوى ثلاث حدود والتى على الصورة المع

a x2m + b xm + c = 0  

وهذه معادلبة مبن الدرجبة   b Z + c = 0  2a Z +نجد أن  mZ = x نضف 
q -mxومن  بم نوجبد حب  المعبادلتين     p , qنوجد حلها ولينن   Zالثانية فى 

p =  – mx ,    =0   . 
 x –6 x 35 +  0 = 6أوجد ح  المعادلة   (: 8مثال  
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  الحل 

 3Z = x نضف 

Z2 – 5Z + 6 = 0    (Z - 2) (Z – 3) = 0  
x3 = 2          ,         x3 =3  

 x = 23       ,         x =  33  

 ومن باب الأىداد المركبة 
x1 = 23           ,        x2 = 23  w        ,         x3 = 23  w2  

x4 = 33        ,        x5 = 33  w     ,        x6 = 33  w2 

i       حيث 
2

3

2

1
−

−
=     2,          w    i

2

3

2

1
−

−
w =     

 معادلات الدرجة الثالثة  طريقة كاردان( 

تسبببببتخد   ريقبببببة كببببباردان لوببببب  معبببببادلات الدرجبببببة الثالثبببببة والتبببببى ىلبببببى الةبببببور            
+ c x + d = 0  2+ b x 3ax    بقسمة جميف حدود المعادلة أولًا ىلىa  

x3 + a1 x2 + a2 x+ a3 = 0  

         تعويض الآتى:باستخدا  ال 2x نوذف معام  
3

1a
 -x = y  

                               y3 + py + q = 0                        (1) نحصل على

 y  2, y  1y ,3 ( هى                  1وإ ا كان  جذور ث
 فذن جذور المعادلة المعطا  هى 

x1 = y1 - 3
1a      , x2 = y2 - 3

1a         ,       x3 = y3 - 3
1a  

                (2)( نضف          1ولو  المعادلة ث
Z

P

3
 -y = z  
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q 3 + 0 =وتختزل المعادلة  لى الةور       

3

27Z

p
 - 3Z 

  0 =نوة  ىلى        3Z وبالضرب فى 
27

3P
 - 3+ qZ 6Z 

 3Z وهى معادلة من الدرجة الثانية فى 

R
qPqq

Z 
−

=+−=
22742

32
3

 

حاص  ضرب الجذرين يساوي 
3

P  2 هى  (2)فبفرض أن الجذور لب, Z 1Z 

3

1

1 )
2

( R
q

Z +
−

=      ,       3

1

2 )
2

( R
q

Z −
−

=             (3) 

 b 2b , wb , wو        a 2a  , wa ,wهى  (3)بفرض أن الجذور 

هبى  الجبذور التنعيقيبة للواحبد الةبوي  مبن هبذه الجبذور w , w , 21 حيبث 
الستة نختار الجذور بويث ينون حاص  ضرب أي أ نين مبنهم يسباوي 

3

P− يأ 
 a . wb 2b , w2, wa . w abأنهم       

 ( هى 1ىند  لن تنون جذور المعادلة ث
y1 = a + b    , y2  = aw + bw2 ,  y3 = w2a + wb 

 ( 1وتسمى هذه صور  كاردان لجذور المعادلة ث 
 وبالتالى يمنن استنتاج جذور المعادلة المعطا  

 x  – 3x 18–  35– 0 = 35أوجد جذور المعادلة          (9مثال )
  الحل 
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نضع       
37

18
x = Z +     0 = 35                    و منها -

3

216

Z
+   3Z 

Z6 – 35 Z3 + 216 = 0 

Z3 = 
2

36135
 

Z3  = 27               ,           Z3 
 = 8  

 2w 2,  3w   2w3 + 2   ,   3w + 2 +وبالتالى جذور المعادلة هى 

  ولنن
2

31 i−−
,         w2 =           

2

31 i+−
w =  

   ن الجذور هى
2

35 i+−
,      

2

35 i−−
5  ,   

 تمارين 
  ا ىلبم    4x + 5 = 0          2+ 6x 3+ 4x 4x +حب  المعادلبة  .1

 .     iادلة هو أن أحد جذور المع
  ا ىلبم أن  13x + 15 = 0  – 23x – 3xأوجبد جبذور المعادلبة  .2

  جذورها تنون متوالية ىدديو . 

 أوجد الشرط اللا   لنى ينون جذران من جذور المعادلة .3

 + bx + c = 0  2+ a x 3x   متساويان فى المقدار ومختلفان فى ا شبار
 . 
  ا ىلبم أن لهبا  x + 9  – 22x – 3+ 4x4x 12 0 =حب  المعادلبة  .4

  وجان من الجذور المتساوية . 

 استخد   ريقة كاردان لو  المعادلة  .5
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(i) x3 + 6x2 – 12 x + 32 = 0  

(ii) x3 – 6x – 9 = 0 

(iii) 9x3 + 9x2 – 1 = 0 

  ا ىلمب  أن  126x  221 x – 3x +–  0 = 216حب  المعادلبة  .6
 جذورها فى متوالية هندسية . 

 
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   الخامس الباب
 الكســـــور الجزئيـــة 

تعرف الكسور على أنها خارج قسمة كثيرتى حدود ويسمى الكسرر االكسرر اللعلرى 
إذا كانت درجة البسط أقل من درجة المقام ويسمى الكسر االكسر الغير فعلى إذا 
كانت درجرة البسرط أك رر مرن أو تسراوة درجرة المقرام ويملرن تسويرل الكسرر الغيرر 

لى كسر فعلى االإضافة إلى كثيرة حدود وذلك اإجراء عملية القسمة ومثال فعلى إ
 لذلك . 

)4()1(

810
2

)4()1(

2
22

3

22

5

−−

−
+=

−− xx

xx
x

xx

x 

والموضوع الذة سوف نتناوله إنشراء   ورو تسليرل الكسرر اللعلرى أو الغيرر فعلرى 
إلررى كسررورج الة ويررة ويشررترب ق ررل ال رردء فررى عمليررة التسليررل  ة كسررر إلررى كسررورج 

ن درجة البسط أقل من درجرة المقرام فرإذا كانرت درجرة البسرط أك رر الة وية أن تكو 
من أو تساوة درجة المقام فأننا نقوم اإجراء عملية القسمة العاديرة لتسويرل الكسرر 
الغير فعلى إلى كسر فعلى مضاف إليه كثيرة حدود وذلك كما فرى المثرال السرا   

ة وسروف نعت رر ا ن أرةعرة ثم نقوم  تسليل الكسر اللعلى الناتج إلى كسورج الة وير
 حالات تبعاً للقيم الناتةة من تسليل المقام . 

"جميررع عوامررل المقررام مررن الدرجررة ا ولررى حقيقررة وم تللررة"   الحالــة الولــ 
نلرررأ أن الكسررر 

)(

)(

xg

xf حيررا المقررام كثيرررة حرردود مررن الدرجررةn  يملررن  والتررى

يقررة الم تللررة مررن الدرجررة ا ولررى علررى مررن العوامررل ا وليررة السق n تسليلهررا إلررى 
 الصورة. 

) nx –) … (x 2 x-) (x 1x-g(x) = (x 
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 وةالتالى يملن كتااة الكسر على الصورة 

)(...)()(

)(

)(

)(

21 nxxxxxx

xf

xg

xf

−−−
=  

 ويملن كتااة وذا الكسر على صورة مةموع كسور فعلية أة 

)(
...

)()()(

)(

2

2

1

1

n

n

xx

A

xx

A

xx

A

xg

xf

−
++

−
+

−
=  

حيرد المقرام فرى ال ررف ا يمرن  تو  n, … , A 2, A 1A ويملرن تعرين الثوا رت 
 ومساواة البس ين نسصل على .

f (x) = A1 (x – x2 ) ( x – x3 ) …. (x – xn )  

+ A2 (x – x1 ) (x – x3 ) ….. ( x – xn )  

+ ………………………………………… 

+ An ( x – x1 ) ( x – x2 ) … ( x – x n-1 ) .   
المعررادلات والتررى  مرن  nالم تللرة فررى ال رررفين نسصرل علررى   xوةمسراواة قرروة 

ويملرن السصرول علرى ورذج  n, … , A2, A 1A اسلهرا نسصرل علرى الثوا رت 
 فى المت ااقة السااقة نسصل على .  ix = x القيم ا ريقة أخرة وذلك  وضع 

f (xi)=Ai (xi – x1 ) … (xi – xi-1 ) (xi – xi+1 )……(xi – xn ). 

 وعلى ذلك فإن 

Ai = 
)(...)()...()(

)(

111 niiiiii

i

xxxxxxxx

xf

−−−− +−

 

 i  = 1 , 2 , 3 , …. , n        حيا

 حلل الكسر ا تى إلى كسورج الة وية  (1مثال )

)23()2(

25

−+

+

xx

x

 
  الحل 
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 وةضرب ال رفين فى المقام المشترك نسصل على 
5x + 2 = A1 (3x – 2 ) + A2 ( x + 2 ) 

 الم تللة فى ال رفين نسصل على  x وةمساواة قوة  
5 = 3 A1 + A2      ,       2 = -2A1 + 2A2 

  A1A    &     1=2   =وبحل هاتان المعادلتان نحصل على                    

2  

ويملرن السصرول علرى ورذج النتيةرة وذلرك  وضرع 
3

2x =   مررج للسصرول علرى
 2A  2ووضع  -x =  1 مرج أخرة للسصول علىA  . 

   ويلون الكسر وو 
)23(

2

)2(

1

)23()2(

25

−
+

+
=

−+

+

xXxx

x
 

  . " اعض عوامل المقام من الدرجة ا ولى ولكنه ملررج "      الحالة الثانية

 مثال لذلك
)2()1(

2
3

2

−−

++

xx

xx
 = yفى وذج السالة نضع العامل الملررر وورو  

x –1   ثم نسول الكسر من داله فى   x  إلى داله فىy  ينتج أن 

)2()1(

2
3

2

−−

++

xx

xx
= 

)1(

34
3

2

−

++

yy

yy
  

ونسررتمر فررى القسررمة حتررى  y)- (1علررى  3y + 4  2y +وةقسرمة البسررط 
مرفوعرة    يسراوة درجره المعامرل الملررر   yنسصرل علرى اراقى يستروة علرى 

 فى وذا المثال نةد أن   3ووو 

)1(

34
3

2

−

++

yy

yy
 = 3

1

y
 [ -4 –7y – 8y2 + 

1

8 3

−y

y
] 
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= 
1

8874
23 −

+−−
−

yyyy
 

 مرج أخرة نةد أن الكسر يساوة   xاإرجاع قيم 

)2(

8

)1(

8

)1(

7

)1(

4
23 −

+
−

−
−

−
−

−

xxxx
 

فررى المقررام ينرراورج كسررور ج ويررة علررى   x)- (31ونلاحررأ أن العامررل الملرررر 
 الصورة . 

)1()1()1(

3

2

2

3

1

−
+

−
+

− x

A

x

A

x

A
 

 وةوجه عام فإن لدينا القاعدة ا تية . 
مرن الكسرور الة ويرة علرى   rيقا لره  rA)–(x مقام على الصرورة كل عامل فى ال

الصورة
)(

.............
)()( 1

21

Ax

A

Ax

A

Ax

A r

rr −
++

−
+

− −     

2حلل الكسر    (2مثال )

2

)2(

462

+

−+

xx

xx  . إلى كسورج الة وية 

  الحل  
 وضع الكسر على الصورة        

)2()2()2(

462
22

2

+
+

+
+=

+

−+

x

C

x

B

x

A

xx

xx
 

 وةتوحيد المقام لل رف ا يمن نسصل على 
2x2 + 6x – 4 = A ( x + 2)2 + Bx + Cx ( x + 2) 

  B = 4ينتج أن                      x = -2وةوضع 

 A = -1ينتج أن                      x = 0وةوضع 
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 نةد أن   x=1فمثلًا  وضع  xنضع أة قيمه إختياريه لر   Cولإيةاد قيمة
4 = 9 A + B + 3 C 

وعلى ذلك يلون    C = 3ومنها 
)2(

3

)2(

41

)2(

462
22

2

+
+

+
+

−
=

+

−+

xxxxx

xx
    

" المقام يستوة على عوامل من الدرجة الثانية لا يملن تسليلهرا  الحالة الثالثة :
 إلى عوامل حقيقية " 

 فى وذج السالة يملن تسليل العامل إلى عاملين ت يليين فمثلًا المقدار
  2+ b 2a)-(x  يملن تسليله إلى عاملين ت يلين علرى الصرورةib  –a) -(x  

a) + ib -(x  1حيرا−i =   أة يملرن أن ينراورج كسرران ج ويران علررى

الصورة                              
ibax

B

ibax

A

−−
+

+− )()(
 

وةتوحيررررد الكسرررررين نسصررررل علررررى كسررررر واحررررد وررررو  
22)( bax

DCx

+−

أة أن كررررل   +

حقيقيرة مررن الدرجررة ا ولررى  عامرل مررن الدرجررة الثانيررة لا يملرن تسليلرره إلررى عوامررل
 فإننا نلرأ له كسر اس ه من الدرجة ا ولى ومقامه نلس المقام 

 حلل الكسر ا تى إلى كسورج الة وية  (3مثال )

)4()1(

2
2 −+− xxx

 

  الحل 
 نضع الكسر على الصورة 

)4()1(

2
2 −+− xxx

 = 
)4()1( 2 −+

+
+

− xx

CBx

x

A
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 x21) (x-(x+-( 4ر اضرب ال رفين فى المقدا
             A ( x2 + x – 4) + ( Bx + C ) (x-1) = 2نسصل على 

 فى ال رفين نةد أن   x امساواة قوة 
 A + B = 0يع ى   2x معامل 
  A – B + C = 0يع ى                 xومعامل 

       4A – C = 2 -والسد الم ل  يع ى    

       A = -1  ,  B   =   1  , C  = 2      علرى نسصرل المعرادلات  وذج وةسل

          

أة أن      
)4()1(

2
2 −+− xxx)1(

1

)4(

2
2 −

+
−+

+

xxx

x
=   

   . الحالة الرابعة
" المقام يستوة على عوامل ملررج من الدرجة الثانية لا تتسلل إلى عوامل حقيقية  

 من الدرجة ا ولى " 
وررذج السالررة إذا أحترروة المقررام للكسررر المررراد إيةرراد كسررور الة ويررة علررى مقرردرا فررى 
 من الكسور الة وية على الصورة.   rفإنه يناورجr+ bx + c ) 2( ax مثل 

122 )()( −++

+
+

++

+
rr cbxax

Cx

cbxax

BAx
 + ………. + 

)( 2 cbxax

kHx

++

+
 

 أوجد الكسور الة وية المناورة للكسر     (4مثال )

22

234

)2()1(

768

+−

+−+−

xx

xxxx
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  الحل 
 نضع الكسر على الصورة 

)2()2()1( 222 +

+
+

+

+
+

− x

EDx

x

CBx

x

A  

22وةضرب ال ررفين فرى المقردار  )2()1( +− xx                                   
           

 نسصل على  
 

)24()22(

)24()(1)(

)1()2()()1()(

)2(768

234

2

22234

ECAxEDCB

xEDBAxEDxDA

xxEDxxCBx

xAxxxx

−−++−+−+

−++++−++=

−+++−+

++=+−+−

 
 نقرروم امسرراواة المعرراملات فررى A,B,C,D,Eو ا ن لكررى نسصررل علررى الثوا ررت 

 ال رفين نسصل على مةموعة المعادلات 
     4x                             1= A+Dامساواة معامل    
       -=3x                            D+E-1امساواة معامل    

   2x                             E-8 = 4A+B+2Dامساواة معامل
 - = x                          2D+2E-B+C-6امساواة معامل 

 4A-C-2E = 7امساواة السد الم ل                                  
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وةسررل المعررادلات ال مررس السررااقة نسصررل علررى الثوا ررت الم لوةررة ونلاحررأ  انرره 
  A=1فررى المت ااقررة السررااقة حيررا نةررد   x=1لسررهولة السررل يملررن وضررع 

 مباشرة. 
 ، المعادلة الثانية تع ى  D = 0وةالتالي فمن المعادلة ا ولى نةد إن 

  E=-1   والمعادلة الثالثة تع ىB = 3     والمعادلة الرااعة تع ىC = -1   

أن             أى
)2(

1

)2(

13

)1(

1

)2()1(

768
2222

234

2 +
+

+

−
+

−
=

+−

+−+−

xx

x

xxx

xxxx  

 ئية بمجرد النظر الكسور الجز

فى كثير من ا حوال يملن إيةاد الكسور الة وية لكسر معين امةررد النررر كمرا 
 يتضح من ا مثلة ا تية 

أوجد الكسور الة وية للكسر ا تى    (1مثال )
)4()1(

1
22 ++ xx

         

  الحل  

[يملن وضع الكسر على الصورة         
)4(

1

)1(

1
[

14

1
22 +

−
+− xx

 

ة تكون الكسور الة وية للكسر وى     أ
)4(

1

3

1

)1(

1

3

1
22 +

−
+ xx

 

)()(أوجد الكسور الة وية للكسر       (2مثال ) 2222 bxax

x

++ 

  الحل  
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][يملن وضع الكسر على الصورة
1

222222 bx

x

ax

x

ab +
−

+−
        

22222222وتكون الكسور الة وية للكسر وى 
.

11

bx

x

abax

x

ab +−
−

+−
 

د الكسور الة وية للكسر أوج  (3مثال )
)9()4( 22

2

++ xx

x
 

  الحل  

)9()4( 22

2

++ xx

x
 =  ]

)9()4(
[

5

1
2

2

2

2

+
−

+ x

x

x

x
 

= ]
)9(

99

)4(

44
[

5

1
2

2

2

2

+

−+
−

+

−+

x

x

x

x
= ]

9

9
1

4

4
1[

5

1
22 +

+−
+

−
xx

 

وتكون الكسور الة وية للكسر وى 
4

1
.

5

4

9

1
.

5

9
22 +

−
+ xx

 

أوجد الكسور الة وية للكسر    (4مثال )
)4(

1
2 +xx

 

 الحل   

)4(

1
2 +xx  =  ]

4

1
[

4

1
2 +

−
x

x

x
 

وتكون الكسور الة وية وى 
4

.
4

11
.

4

1
2 +

−
x

x

x
 

 تمارين 
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 حلل كل من الكسور ا تية إلى كسورج الة وية 
(i) 

)12(

22
2 −−

+

xx

x
 

(ii) 
)65(

8
2

2

+−

+

xx

x
 

(iii) 
31

2

x

x

−

+
 

(iv) 
22 )1(

1

+xx
 

(v) 
)1()1()1(

4
2

3

++−

+−

xxx

xx
 

(vi) 
)1()1(

3
3 +−

+

xx

x  

 
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  لسادسا الباب

ىالاستنتاج الرياض  

الاستتتات الاياض  تت لرتتةلراضضتتتقليض  تتغقلةةضتتالهتتةلن تتتتقل تت لا ر غتتقل  تتتت     ل
لإثبت  لدتت فلرهمتتال ت لايضتتةا م لرايريةتت  لاياض  تتغقلايتتةللالت هتت لاية تتة ل يم تت ل

  تتةلهتتةل ا ع تت لدعتتةلاي طتتةا لبطتتامل ب ةتتاولعلردرت تت لراضضتتالالاستتتات الاياض
دحضمقل  ل حقلايرية  لأرلايض  ةنلهةلح لا لخ  قلدا   لدكتةنللللللللل-1ايت يغقلع
n = 1 لعل

لعلل n = kهاضل حقلايريةقلأرلايض  ةنلهةلح يال-2

لعلل n = k + 1 ثبتل حقلايريةقلدا ل-3

لدا للايريةقلرها ا ل حقل n = 1, 2هإذالك  تلايريةقل حغحقلدا ل
هتإنلرت التراتةلأنلل n = k + 1ثبتات ل تحقلايريةتقلدات لرأل n = kل

للعل nايريةقلأرلايض  ةنل حغحليا غعلقغمل
لرفغ  ليعةلبرضلا  ثعقلايتةلدة حلذيكلعل

لب ست  املالاستات الاياض  ةلأثبتلأنللل  (: 1مثال )
     12 +  22 + 32 + …. + n2   = 

6

n
 (n-1 ) ( 2n + 1 )  

  لحل ا 

لحمثل ا لأنلل n = 1 يحظل حقلايريةقلدا ل
L . H . S = l2 = 1  R . H . S = 

6

3.2.1
 = 1 

لعايطاه نل ت  رض نل
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ايريةقل حغحقلدا لللn = 1 ك يكلدا للللn = 2  

L . H . S = 12 + 22 = 5  

R . H . s = 
6

5.3.2
= 5  

لللايريةقل حغحقلدا للn = 2 بفاضل حقلايريةقلدا للn = k  

12 +  22 + 32 + …. + k2   = 
6

k
 (k+1 ) ( 2k + 1 )   (I) 

ل n = k +1دا للق(ل ح ر لالآنل ثب  ل حقلايرية3)
L.H.S = 12 +  22 + 32 + …. + K2 + (k + 1 )2 

ل(ل ا لأنلIرلب ست  املايريةقل)
L.H.S =  

6

k
 ( k +1) ( 2k + 1) + (k+1)2  

= ( k + 1 ) [
6

k
 (2k + 1) + ( k + 1 ) ]  

= 
6

1+k
( 2 k2 + 7 k + 6 ) = 

6

1+k
( k + 2 ) ( 2k + 3 ) .  

ايريةقل حغحقلدا للn = k + 1  

ه ةل حغحقليا غعلقغمللn  N  

تضبت لل2ny – 2nx ب ست  املالاستتات الاياض  تةلأثبتتلأنلاي ضت ايلل:  (2ثال )م
لعل nل Nيا غعلقغملل x + yايض  قلدعةل

  الحل 

للللللللللللللل n = 1دا   ل
yx

yX

+

− 22

y  –= x   
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ايريةقل حغحقلدا للn = 1  

لللللللللللللللللللللل n = 2دا   ل
yx

yX

+

− 22

) 2+ y 2y ) ( x –= ( x  

ايريةقل حغحقلدا للn = 2ل
تضبت لايض ت قلل2ky – k2x أىلأنلل n = k(ل فاضلأنلايريةقل تحغحقلدات ل2)

لعلللy )          y) f (x, + = (x 2ky – 2kxأىلأنلللy  + xدعةل
ل k –1 2فايال  لاي يجقللf (x, y )حمثل

  n = K + 1رالآنل ح ر ل ثب  ل حقلايريةقلدا ل(ل3)

x2k+2 – y2k+2= x 2k+2 – x y 2k+1 + x y2k+1 – y x2k+1 + yx2k+1 – y2k+2  

= x (x 2k+1 – y2k+1) – x y (x2k – y2k) + y (x2k+1 – y2k+1)  

= (x + y ) ( x +1n  - y 2k+1 ) – x y ( x2k – y2k )  

هتتتةلللللللللللرهتتتةلاي ضتتت ايلا خمتتتال اتتت لأنلاياتتترةلا ر ل اتتتالوبتتت يولدتتت ل ضتتت ايل  تتتار  ل
(x + y)  ذاًله ةلتضب لايض  قلدعةلل x + y رايارةلايث  ةلأت ً لتضب لايض ت قلل

ل(لرض ه لكت بالذيكلك  ليعةل2  ل حقلايريةقلهةل) x + y دعةل
x2k+2 – y 2k+2 = (x + y) G ( x, y )  

لx , y لهةلل 2k+1فايال  لاي يجقل G (x, y)حمثل
يريةقل حغحقلدا لالn = k + 1 لايريةقل حغحقليا غعلقغمل
للn  Nل

  اثبتلأن  : ( 3مثال )

cos  + cos 3 + …. + cos ( 2n –1)  = 




sin2

2sin n
 

  الحل 
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لكأنلاي طعةبلأنل
2cos  sin + 2sin  cos 3 +….+ 2 sin cos (2n-1)  

= sin 2n  

  n = 1دا   لللللللللللل

L.H.S = 2 sin  cos  = sin  2  

R.H.S = sin 2  

ايريةقل حغحقلدا للn = 1 دا   لللn = 2ل
L.H.S. = 2sin  cos  + 2sin  cos 3 

= 2 sin  (cos  + cos 3)  

= 2 sin  (2 cos  cos 2) = 2 sin  cos  . 2cos 2  

= 2 sin 2 cos 2 = sin 4  

R.H.S = sin 4  

ايريةقل حغحقلدا للn = 2  

لأىلأنلل n = kأنلايريةقل حغحقلدا ل فاضل
2sin [cos  + cos 3 + …+ cos (2k-1)] = sin 2k .   (I) 

ل ا لأنلل n = k + 1  ح ر ل ثب  ل حقلايريةقلدا ل
L.H.S = 

2sin  [cos  + cos 3 +…+ cos (2k-1) + cos (2k+1) ]  

ل(للIر  ست  امل)ل
= sin 2k + 2sin  cos (2k+1) 

= sin 2k + sin (2k + 2) – sin 2k  = sin 2(k+ 1)  
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ايريةتقل تحغحقلدات للn = k + 1  لر  يتت ي له تةل تحغحقليا غتعلقتغمل
لعلل n  Nل

  ب ست  املالاستات الاياض  ةلأثبتلأن  : ( 4مثال )

( ) ( )14
3

1
12 2

1

2
−=−

=

nnr
n

r

  

  الحل 
ل ا لأنلايريةقل حغحقل n = 1 دا   ل (1)
لأىلأنل  n = k  للل فاضل حقلايريةقلدا ل (2)

( ) ( ) )(14
3

1
12 2

1

2
Ikkr

n

r

−=−
=

 

يكتتتتتتتتتتةل بتتتتتتتتتتار لذيتتتتتتتتتتكللل n = k + 1الآنل بار ل حقلايريةقلدا   ل (3)
ل:لل( 2k + 1)2 (لايح لل  I  غفل يةلراهةل)

( ) ( ) ( )22
1

1

2
1214

3

1
12 ++−=−

+

=

kkkr
k

r

 

= 
3

1
 k ( 2k + 1) ( 2 k –1 ) + ( 2k + 1 )2 

= 
3

1
 (2k +1) [k (2k –1) + 3 (2k + 1)]  

= 
3

1
 (2 k + 1) (2 k + 3) (k + 1)  

= 
3

1
(k + 1) (4 k2 + 8 k + 3)  

= 
3

1
 (k + 1) [4 (k + 1)2 -1]  
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أىلأ  ت ل تحغحقليا غتعللل n = k + 1ر  يتت ي لهتإنلايريةتقل تحغحقلدات   ل
لعلل n  Nقغمل

 ا تتةمل هابتت  لأتتتقلثتتي لأدتت افللل:أثبتتتلب لاستتتات الاياض  تتةلأن:  (5مثااال )
لعل9لربغاغقل تت يغقلتضب لايض  قلدعة

 

  الحل 
Sn = n3 + ( n + 1 )3 + ( n + 2 )3  

لعل 9دضب لايض  قلدعةلل1S 1 =3 2 +3 3 +3 3 =6 لللل n = 1دا   لللل
فل تتتت لا دتتتت افلايطبغاغتتتتقلايثيثتتتتقلرتتتت ملاي ضةيتتتتقل تتتتحغحقلداتتتت   لتهتتتتةنللأر لدتتتت ل

لاي تت يغقلرةللايةاح عل
لn = K(ل فاضل حقلايريةقلدا ل2)
3+ (k + 2) 3+ (k+1) 3= k kSل9تضب لايض  قلدعةلللللل

ل n = K+1 ثبتل حقلايريةقلدا ل
Sk+1= (k+1)3  +  (k+2)3 + (k + 3)3  

 
   
  ( )339)2()1(

27279)2()1(

2333

2333

+++++++=

+++++++=

kkkkk

kkkkk
 

رذيتكل ت ل تحقلل9تضب لايض  قلدعتةللل1kS+يللايضةسلا ر ل  لاي ض اللنلاحظ أن
لk+1Sريت يكلهتإنلاي ضت ايلل9ل(لرايضةسلايث  ةليةجت لبتالد  ت ل كتتا ل2ايريةقل)

ل N nللاي ضةيقل حغحقليا غعلقغملع9لايض  قلدعةللتضب 
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10للأثبتتتلب ستتت  املالاستتتات الاياض  تتةلأ تتال ذالك  تتتلل:(6مثااال )  xل
لعايصحغحقلاي ةجبقل nا غعلقغمليلnx < 0 1 >هإنل

 الحل  لل
  n = 1هإنلايريةقل حغحقلدا للللللللللل x < 1 > 0حمثلأنل (1)

ل kيا غتعلقتغملل k0 < x  1 >لأىلأنلل  k =(لبفتاضل تحقلايريةتقلدات ل2)
لايصحغحقلاي ةجبقلعل

  n = k + 1(ل ح ر ل ثب  ل حقلايريةقلدا ل3)

   0 <  x k < 1  

 x k+1<  x   0 >للل حص لدعة   xب ابلح رفلر ملايريةقلهةل

  x < 1 > 0ريك للل

 0  <  x k+1 < x < 1  ,        0  <  x k+1 < 1 

ايريةقل حغحقلدا للn = k + 1  

لايصحغحقلاي ةجبقلعل n  ر  يت ي له ةل حغحقليا غعلقغمل
 تمارين 

ل

ل:ن  ةلأثبتلأب ست  املالاستات الاياضل[1]
(i) 2 + 22 + 23 + … + 2n = 2 ( 2n – 1 )  

(ii) 
1)1(

1
...

32

1

21

1

+
=

+
++


+

 n

n

nn
 

(iii) 
=

n

r

r
1

= 
2

1
 n ( n + 1 )  
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هأثبتتلب ستتت  املالاستتتات اللa >bدتت في ل تةجبم لركتت نلل a, b ذالكت نل[ل2]
لعلN  nحمثللn> b na اياض  ةلأنل

لل:  ةلأثبتلأنضتات الايالست  املالاس[لب 3]

sin  + sin 3  + …. + sin (2n-1)   = 




sin

sin 2

  

 ستتت  املالاستتتات الاياضتت ضللتتار لدعتتةلأ تتالح  تت ل تتابلأىلثيثتتقلأدتت افلب[ل4]
لعل!3  حغحقل تت يغقلتضب لايض  قلدعةل

لب ست  املالاستات الاياض   للار لأنلل[5]

1 + r + r2 + …. + rn = 
r

r n

−

− +

1

1 1

, r < 1  

لعلة  ةنل ا ةملاي ت ع عقلاي ا سغقلررة
لل:اثبتلب ست  املالاستات الاياض  ةلأنلل[6]

( )


















+

=
=

2
sin

2
sin1

2

1
cos

cos
1 






n
n

r
n

r

 

ل:أثبتلأنل[7]

4

)1( 22

1

3 +
=

=

nn
r

n

r

 ل

ل: ب ست  املالاستات الاياض   لأثبتلأنل[8]
(Cos  + i Sin )  n   = Cos   + i sin  ل 

ل
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 الباب السابع 

 المحــــــددات 

مننالأمومننلتلأمتسنندلأكثنناً لأى تننيم لأظنندلأكرنن يةلأجديدنناسلأتدامننمولأ   نن  لأم ننس  م لأتمننل لأ
معبنني لأين ننالأمننالأاستيننالأم ننسمعا لأًننن علأىبتننيلأمننالأمتسعبتننيمسلأمتيدامننمولأ   ملأىنننا لأ
ماسماتلأمتيمزلأمنا بلأظإجهلأيثاً لأظدلأكعنمةلأبعن لأمتنديدناسلأىتندلأمثنسلداسلأً  ندلأ

ل لأ   نن  لأولأ جعسبننيلأمتنحنن عمسلأمننالأ م  ننولأك ننىلأمتيمننل لأمتسنندلأكحنف لأع  لأىعانناملأتمنن
 ننناً سلأى تنننيم لأظنننللأكانننلديلأً نننةلأمتتبنننيلأمت اننندلأظرننن لأ ك ننن لأً ننندلأم نننسب مملأمتنرننن متلأ

باتيمزلألألألألأ 1b  2a   – 2b 1a   متتبيىلأولأ
22

11

ba

ba
 

   لأىنننا لأ نننفملأتلأ ب  ك ثنننماا لأً ننندلأ نننفملأمتنثنننسلىلأظننناتنديلأىتننندلأم نننسب مملأمتنرننن متلأ
لأبيىلأومتت

a1b2c3 – a1b3c2 + a2b3c1 – a2b1c3 + a3b1c2 – a3b2c1لأ 

لألألألألألألألألألألألألأباتيمز
333

222

111

cba

cba

cba

  

 تلأشنننىلأ  لأمتيمنننزلأمواتنننيلأ  ننني لأت نننفم ي لأمنننالأمتنانننلملأولأ تننن لأك  نننيلألأم شننناتمسلأ
 بصن ولأًامنولأظنإ لأمتنحن عالأة نات لأًنالأ c, b, a  كسعن علأمتسلتم ناسلأمنالأمتحني  لأ

ولأً ننندلأشننن  لأًننن علأمنننالأتمنننزلأبثنننمنلأ س نننل لأمنننالأ نننولأمنننالأموًننن معلأملمنننلً متنلً
متص ل لأً  علأمثا ىلأتهلأمالأموًن  لأ دح  نالأااا لأت  ما ولأ دثندلأًن علأمنالأ
متصننن ل لأ   لأموًنننن   لأمتسننندلأك نننل لأمتنحننن عالأ يك نننولأمتنحننن عالأولأ ت نننالأ مننننالأًننن ملأ

ظإجنالأتةلأجفىيلأىمفلأين الأ  لأجثنس ملأً ندلأمتنرن متلأمتتبنيىلأ 2 متنح عمسلأمالأتك ولأ
لأهلأمتنح عاومتفىلأكيمزلأت
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 دس ننالأمترنناتللأىننفتىلأ جنننالأ نن  جالأباتحنن   لأًننالأمحنن عمسلأمننالأمتيك ننولأمت اجمننولأ لأظينن لأ
لأ ناكلأمح عمسلأمالأمتيك ولأمو تدلأ؟لأ

تننمهلأ ننناكلأمننالأينننندلأمننالأمتحنن   لأًننالأمحنن عمسلأمننالأمتيك ننولأمو تنندلأولأ تنن لأك ننل لأ
 دتننبلأ  لأكحننفتلأ نننالأمننالأمت  نننلأ ننتالألأa نندلأتمننزلأ نن   لأت  منننولأ aمتنحنن عالأ

 ىنننفتىلألأ 3كثنننا ىلأمت مننننولأ3  شنننات لأمت مننننولأمتنا رنننولأظاتنحننن علأىشننات لأمتنحننن علأ
م ن لألأ 2 منالأباتنثن ولأت نحن عمسلأمنالأمتيك نولأ 5– كثنا ىلأمت مننولأ -5متنحن عالأ

   متنح علألأ
2221

1211

aa

aa
=    Aلأ

ظإ لأقمنسيالأكثنا ىلأ  الن لأمني لأمتحن لأمتنل نلعلأظندلأمتنيىالأموً ندلأً ندلأمتمثناتلأ
مو   لأً دلأمتمنتا لأماي  ا لأمنهلأ  الن لأمني لأمتحن لأ متح لأمتنل لعلأظدلأمتيىالأ

متنل ننلعلأظنندلأمتننيىالأمو نن  لأً نندلأمتمثنناتلأ متحنن لأمتنل ننلعلأظنندلأمتننيىالأموً نندلأً نندلأ

12212211لألأمتمنتا لأ ىلأ  :

2221

1211
aaaa

aa

aa
A −== 

 باتساتللأظإ لأمتنح عالألألألألألألألأ
32

13

−−
=A7 -2) (1) = -( –3) -= 3 ( 

ىمفمننولأ ثننا لأقمنننولأمتنحنن عالأمننالأمتيك ننولأمت اجمننولأ م ننالأظننإ ملأمننالأمجسيتنننالأمننالأكلمننم لأ
كعيدننفلأىمفمننولأ ثننا لأقمنننولأمتنحنن عالأمننالأمتيك ننولأمت ات ننوولأ س ننالأ  ت لأ جنننالأى ملأ ننفظنالأ
ًنالنننيلأ  ننن لألألننن ل لأمتنحننن عالأمنننالأمتيك نننولأمت ات نننولأ  نننفظنالأىنننفتىلأًنالنننيلأ  ننن لأ

ك نولأموًن  لأ م س دنالأباتعناليلأموايىلأ نن هلأمتسيكتنبلأ ننسنلأًنن جالأمحن عالأمنالأمتيلأ
مت اجمننولأكثننندلأمحنن عالألننتيىلأولأ تسثننيت لأمتنناتفننولأعًنننالأجس نن لأً نندلأ جننهلأى ملأىننا لأ

منالأمتلم ن لأمتصنحم لأ  سندلألأ i , jت نمةلألأija منالأمتعنالنيلألأAتن  نالأمحن عالأ
ت  تتنننولأً ننندلأمتنحننن عالأمتناكتنننولأمنننالألأijAتك نننهلأمتنحننن عالأظسجننننالأجثنننس   لأمتيمنننزلأ
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-)مضني با لأظنللألأjلأ متعننلعلأتتنةلأiبع لأ ف لأًناليلأمتصن لأتتنةلألألأAمتنح عالألأ
i+j1)كثننندلألأ Aباتعامنن لأمتنيمظنن لأت عنصننيلألألأ ija ظنندلأبعنن لأمو مننا لألأ 

  ً  دلأ فملأظإ ملأىاجتولألأijA  ت لأمالألأ i ja  ن سبلأ

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A =  

)                ظس  )
2322

131213

31 1
aa

aa
A

+
−     

( )
3332

23222

11 1
aa

aa
A −=,  

لألأت مفمولأ ثا لأمتنح عالأمالأمتيك ولأمت ات ولأو   فم لأملآ لأين ننالأ  لأجضدلأكعيد ا لأ

131312121111

333231

232221

131211

AaAaAa

aaa

aaa

aaa

A ++==  

  نندلأمننالأجحصنن لأً مننهلأبتننندلأ لملنن لأمنني لأىنن لأًنصننيلأمننالأًنالننيلأمتصنن لأ
لأمو ملأظدلأًام هلأمتنيمظ لأولأ ك صتس لأي سبلأ:

( ) ( ) ( )
3231

22214

13

3331

23213

12

3332

23222

11 111
aa

aa
a

aa

aa
a

aa

aa
aA −+−+−=

 ( ) ( ) ( )223132211323313321122332332211 aaaaaaaaaaaaaaa −+−−−=  
 

لأ    لأقمنولأمتنح علأ   (: 1مثال )
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541

212

321

−

−=A

 

  الحل 

( )

( ) ( ) ( ) 16183210285

41

12
3

51

22
12

54

21
1

−=−++−−−=

−

−
+

−
−+

−
=A

 

 بصن ولأًامنولأظنإ لأقمننولأ ىلأمحن ع لأ ندلأمتننل لأ لملن لأمني لأًنالنيلأمتصن لأ
لأمو ملأى لأظدلأًام هلأمتنيمظ لأ بفتىلأظإ لأقمنولأمتنح عالأو

44434241

34333231

24232221

14131211

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

A =
( )

444342

343332

242322

2

11 1

aaa

aaa

aaa

a −=

 

  

( )

444341

343331

242321

3

12 1

aaa

aaa

aaa

a −+ ( )

444241

343231

242221

4

13 1

aaa

aaa

aaa

a −+

 

( )

434241

333231

232221

5

14 1

aaa

aaa

aaa

a −+

 

لأ   فملأباتنث ولأتحثا لأقمنولأمتنح عمسلأمالأ ىلأتك ولأو
لأ

 خواص المحددات:
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 نن ح لأبعن لأاننلمملأمتنحن عمسلأ  نن س دلأظنندلأمتفنيالأباتنحنن عمسلأ  مسلألأ
متيك ولأمت ات ولأمدلأمس دولأ  لأ فالأمت لمملأين الأكابمريالأً دلأ يولأمح ع لأمالأ يولأ

لأتك ولأو
 ل لأ  نمندلأموًنن  لألن ل لأتلأكستتيلأقمنولأمتنح عالأى ملأمالأ ع نالأ نمدلأمتص -1

لأ بن هلأمتسيكتبلأ لأ ىلأ  لأمتص لأمو ملأيص  لأمتعنلعلأمو ملأ   فم لأو
لأظن س لأقمنولأمتنح عالأ

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A =

 

) للألألألأ ) ( )

( )2231322113

23313321122332332211

aaaaa

aaaaaaaaaaA

−+

−−−=
 

لأً دلأمتصلت لأAى ملأم سب تنالأمتص ل لأ موًن  لأكص  لأ

332313

322212

312111

aaa

aaa

aaa

=  

لأ قمنسهلأ دلأ
( )3223332211 aaaaa −= ( )3123332112 aaaaa −−  

( )3122322113 aaaaa −+  

مسثا دسا لأ دسضن لأمنالألأ A بنراتجولأمتح  علأجيىلأ  لأقمنسدلأمتنح عكا لأ
 ننفالأمت الننمولأ  لأقمنننولأمتنحنن عالأكثننا ىلأمتنننل لأ لملنن لأمنني لأًنالننيلأمتعنننلعلأ

لأمو ملأى لأظدلأًام هلأمتنيمظ لأو
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ىننن لأمحننن لأملآانننيلأ:لأكستتنننيلأىشنننات لأمتنحننن عالأ لمننندلألننن تالأ   لأًننننلع ا لأ -2
لأظن س لأمتنح عالأ:

( )2332332211

333231

232221

131211

aaaaa

aaa

aaa

aaa

A −==

 

( ) ( )13222312311332331221 aaaaaaaaaa −+−−  

( ) ( ) 23323322111332331221 aaaaaaaaaaA −−−−=  

( )2312132231 aaaaa −+  

333231

131211

232221

aaa

aaa

aaa

−=

 

بعن لأ مندلأمتصن تالأمو ملأ مت ناجدلأىن لألأA متنح ع لأمواتي لأ دلأج هلأمتنح عالأ
لأم ا لأموايولأ

جثنننسنسنلأ  لأقمننننولأ ىلأمحننن ع لأ ننندلأمتننننل لأ لملننن لأ لأ2 لأ لأ 1 منننالأمت النننستالأ 
لأمي لأًناليلأ ىلأل لأ   لأًنلع لأى لأظدلأًام هلأمتنيمظ و

كنعن  لأقمنننولأمتنحنن عالأى ملأكثننا سلأ نمنندلأمتعنالننيلأمتنسنننا ي لأظنندلألنن تالأ لأ  لأ -3
ًنننننلع ا لأ دسضنننن لأ تنننننىلأبثننننيلتولأوجنننننالأى ملأم نننننسب تنالأ ننننف الأمتصننننن تالأ لأ  لأ

لأA= -A منيالألأA= 0متعنلع ا لأىاجتلأ
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نلعلأ لأتنح ع لأمالأظدلأج نهلأمتعن علأى ملأميلأ -4 بتلأ نمدلأًناليلأ ىلأل لأ لأ ً 
 k ظإ لأقمنولأمتنح عالأكضي لأظندلأج نهلأ نفملأمتعن علألأ kولأتن ني لأ  لأمتصن لأ

لأ نسنلأ  :لألأ k مي لأظدلألألأAمو ملأظدلأمتنح عالألأ

( )2332332211

333231

232221

131211

aaaaka

aaa

aaa

kakaka

−=    

( ) ( )22313221132331332112 aaaaakaaaaak −+−−
 

( ) ( )23313321122332332211 aaaaaaaaaak −−−=
 

( ) 2231322113 aaaaa −+ = k Aلألأ 
ى ملأك لجننتلأًنالننيلألنن لأ   لأًنننلع لأظنندلأمحنن ع لأمننالأمننالأمتنننل لأ بننيىلأ -5

ظنإ لأمتنحن عالأكثنا ىلأج نهلأمتنتننل لأمتتبنيىلأتنحن عمسلألأk ت نماسلأًن ع الأ
كس ننن لأ مننننالأ تنينننالأ بنننتالأمتنحننن عالأمولننن مولأ مننننالأًننن ملألأ k انننيىلأًننن ع الأ

ًنالننننيلأمتصنننن لأ  لأمتعنننننلعلأمحنننن لأمتًس نننناتلأظننننإ لأًنالننننيالأكننننل  لأً نننندلأ
لأثبلأمتصلت ومتنح عمسلأمتن س  ولأ 

=

−+

−+

−+

3332313131

2322212121

1312111111

aacba

aacba

aacba

 

−+

333231

232221

131211

333231

232221

131211

aab

aab

aab

aaa

aaa

aaa

333231

232221

131211

aac

aac

aac

 

لأمتاي لأمويثيلأيثا ىلأو
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( ) ( ) +−++−+ 2121212111111111 AcbaAcba  

( ) 31313131 Acba −+  

312111 ت لألأ ,, AAA312111 دلأمتعلمم لأمتنيمظرولأت عنالنيلألألألأ ,, aaaلأ
لأولألأA ظدلأمتنح عالألأ

لأ لأمويثيلأيثا ىلأوى  لأمتايلأ
( ) +++ 313121211111 AaAaAa  

( ) −++ 313121211111 AbAbAb   

( )313121211111 AcAcAc ++  

لأ  فملأيثا ىلأم  لكلأمتاي لأموينالأو
لأ لأو5 لأ دلأ اتولأاالولأمالأمت المولأ 4 جس الأ  لأمت المولأ 

ظنندلأةيننولأمحنن ع لأى ملأ منن نالأ  نعننا لأ بيدننا  لأتعنالننيلألنن لأ ًنننلع لأمننالأ  نن لأ -6
ا ي لأظدلأ ىلأل لأ ًنلع لأةايلأظإ لأقمننولأمتنحن علأمضاً اسلأمتعناليلأمتنن

لأتلأكستتيلأولأظن س لأى ملأىا لأت  نالأمتنح عالأو

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A =  

  منن نالأىتنندلأًنالننيلأمتصنن لأمت اتنن لأ تبعننولأ م نناملأًنالننيلأمتصنن لأمت نناجدلأجستننتلأ
لأمتنص لظولأ

233322322131

232221

131211

444 aaaaaa

aaa

aaa

+++

=  
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لأكثا ىلأولألأقمنولأ لأظإ لأ5 بسابت لأمت المولأتتةلأ 

332221

232221

131211

333231

232221

131211

444 aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

+  

لأ لأظإ لأ فملأيثا ىلأو4 بسابت لأمت المولأتتةلأ 

232221

232221

131211

4

aaa

aaa

aaa

A +  

لأ متنحنننننن ع لأمواتنننننني لأكثننننننا ىلأمتصنننننن يلأتسفننننننابهلألنننننن تالأظتيننننننالأً  نننننندلأ تننننننىلأظننننننإ لأ:لأ
=Aلألألأ كثس   لأمت لمملأمتثابرولأتسثيت لأ ثا لأقمةلأمتنح عمسلأولألأ

لألألألألألألألألألأ    لأقمنولأمتنح عالألألألأ(: 2مثال )
346

321

121 −

=A 

  الحل 

جعسن لأً دلأم نس  م لأانلمملأمتنحن عمسلأت للنلملأىتندلأمحن ع لأك  نيلأظتينالأمتعنالنيلأ
لأمتص يدولأو لأ تىلأيثي لأظدلأًن ماسلأمتضي لأو

بإمنناظولأمننع لأًنالننيلأمتعنننلعلأمت اتنن لأىتنندلأًنالننيلأمتعنننلعلأمت نناجدلأجتنن لألأأولًا:
لأ  لأ:

3106

381

101

346

321

121

=

−

=A  لألألأاالمولأ لأ6 لألألألألألألأ
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بانننيالأًنالنننيلأمتعننننلعلأمت اتننن لأمنننالأًنالنننيلأمتعننننلعلأمو ملأظننندلأمتنحننن عالأ ثانياً :

44لألألألأمواتي لأو

3103

382

100

−=−=A 

لأ- ثبتلألحولأمتنساابرولأملآكمولأ: :  (2مثال )

( )( )( )accbba

cba

cba −−−==
222

111

 

  الحل 

باننيالأًنالننيلأمتعنننلعلأمت اتنن لأمننالأًنالننيلأمتعنننلعلأمو ملأ باننيالأًنالننيلأمتعنننلعلأ
لأمالأًناليلأمتعنلعلأمو ملأجحص لأً دلأمتنح عالأملآكمو:مت اجدلأ

22222

001

acaba

acaba

−−

−−=  

لأب ىلأمتنح علأبا س  م لأًناليلأمتص لأمو ملأ

2222 acab

acab

−−

−−
=  ( ) ( )

acab
acab

++
−−=

11
 

( ) ( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( )bcacababacacab −−−=+−+−−=  

لأ- ثبتلأ    لأظىلأمتنح عالأ  لأ: :(    3مثال ) 

0

21

21

21

2

2

2

=

+

+

+

ac

ab

aa

 

  الحل 
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2

2

2

2

2

2

1

1

1

21

21

21

21

21

21

ac

ab

aa

c

b

a

ac

ab

aa

+=

+

+

+

 

0002

11

11

11

11

11

11

2 22 =+=+= a

c

b

a

a

c

b

a

 

لأ لألأ3  تىلأو لأىس لأمالأمتنح عالأمو تدلأ مت اجمولأكثا ىلأل يم لأتسثا ىلأًنلع الأ االمو
  ثبتلأ    لأظىلأمتنح عالأ  :لألألأ(: 4مثال )

bacacb

cba

+++

222

  

  الحل 

ًامنن لأمفننسيكلأمننالأمتصنن لأمو ملأ  منناظولأًنالننيلألأ 2 بساننفلألأالطرر ا اسر:رر :
لأمت اجدلأىتدلأًناليلأمتص لأمت ات لأولأمتص 

cbacbacba

cba

bacacb

cba

++++++

=

+++

111

2

222

( ) ( ) ( ) 002

111

111

2 =++=++= cbacbacba  

لأ ل   ىلأ ف تلأمتنعاعتولأ:لأ x = 1  ثبتلأ  لألأ(: 5مثال )

0

2211

3312

22

=

++

+

+

xx

x

xx
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  الحل 

لأ- ل   لأ ف تلأمتنعاعتولأمتثابرولأمنيالأ:لأ x = 1  ناكلأطيقلأى تي لأ ث اسلأ  
لأثةلأج بتلأ  لأقمنولأمتنح عالأكثا ىلأل يم ولأ x = 1 جعل لأظدلأمتنح عالأًالألأ-م

لأظنت لأ  لأمت منولأكثا ىلأل يم لأولأ x = 1 ك ىلأمتنح عالأثةلأجعل لأًالألأ- لأ
ام لأمالأمتعلمم لأمتنح عالأولأ ( x – 1 ) ج بتلأ  لألأ-ج لأ لً

لأظدلأمتنح عالأجت لأ  :لألأ x = 1 باتسعلد لأًالأ

0

411

322

311

2

421

342

321

==  

لأx = 1 لأو للأى  ىلأ ف تلأمتنعاعتولأمتنعاا لألأ
 تفاضل المحددات :

لأ-ب ي لأ  لأ:

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A =   

لأىنالأ  دلألأ  xباتنث ولأت نستتيلألأAجعي لأك ام لأ

+=

333231

232221

131211

aaa

aaa

dx

ad

xd

ad

xd

ad

xd

Ad

333231

232221

131211

aaa

xd

ad

xd

ad

xd

ad

aaa

dx

da

dx

da

dx

da

aaa

aaa

333231

232221

131211

+  

لأمتنث ولأتلأًن  لأ  ت لأمالأمتص ل Aم حل و:لأين الأك ام لأمتنح ع
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    لأقمنولألأ  :   (6مثال )
dx

Adلألألأ ت لأ
213

976

32 2

−−

=

x

A 

  الحل 

+

−−

+

−−

=

213

000

32

213

976

200 2xx

xd

Ad

 

( ) xx

x

45002162.

000

976

32 2

=+++=+  

استخدام المحددات فى حل المعادلات التى من الدرجة الأولى )طريقـة 
 كرامر(:

لأ-ج ي لأ  لأت  نالأمتنعاعتستالأ:
)2(),1( 222111 cybxacybxa ب+=+=

  باتايالأجحص لأً دلأ a 1,ظدلألأ  (2) لألأ a 2   لأظدلأ1مي لأ 




==

y

ba

ba

ca

ca

y

22

11

22

11

 

لأ متايالأجحص لأً دلأ:لأ 1b لأظدلأ2 متنعاعتولأ لأ2b لأظدلأ1بضي لأمتنعاعتولأ 




== x

ba

ba

bc

bc

x

22

11

22

11
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لأ  بفتىلأي ل لأطيدرولأمتح لأبس لأجل  لأمح ع لأمتنعامسسلأ متسدلأجيمنزلأتينالأبناتيمزلأ
لأسسلأبعنننننننن لأم نننننننسب مملأمعننننننننامسسلأ  نننننننندلأج نننننننهلأمحنننننننن ع لأمتنعننننننناملألأxثنننننننةلأجل ننننننن لألأ

  ندلأج نهلأمحن ع لأمتنعنامسسلأبعن لأم نسب مملألأ yباتح  علأمتنا رولأثةلأجحثبلألأ  xلأ
لأمالأمتعستستالأولأ x, y باتح  علأمتنا رولأثةلأجل  لألأ y معامسسلأ




=




=

yx yx ,  

لأ باتن  لأظدلأ اتولأثسثلأمعاعتسلأظدلأثسثلأمتا ت لأ:

3333

2222

1111

dzcybxa

dzcybxa

dzcybxa

=++

=++

=++

 

لأالأىيتاعلأمتح لأً دلأمتصلت لأو نالأ ب لأين 




=




=




= zyx zyx ,,  

لأبا س  م لأمتنح عمسلأ    لأ  لأمتنعاعتستا: ( : 7مثال )
x  +  y  = 3  ,  4x   - y = 2 

  الحل 

10
24

31
,5

12

13
5

14

11
−==−=

−
=−=

−
= yx

 .2
5

10
,.1

5

5
=

−

−
=




==

−

−
=




=

yx yx  

  با س  م لأمتنح عمسلأ    لأ  لأمتنعاعتسلأ (: 8مثال ) 

2 x + y - z = 4 
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5 x  - 4z - 9 = 0 

3 x + 4y + z - 6  = 0 

  الحل 

2 x   +  y   -   z  = 4 

5x             - 4z   = 9 

3X   + 4y   +  Z      =      6 

5

143

405

112

−=−

−

= , 5

146

409

114

−=−

−

= x  

5

163

495

142

−=−

−

= y , 5

643

905

412

== z  

1
5

5
,1

5

5
=

−

−
=




==

−

−
=




=

yx yx , 1
5

5
−=

−
=




= zz  

لأبا س  م لأمتنح عمسلأ    لأ  لأمتنعاعتسلأولأ   (: 9مثال ) 
x                + 2 z   =  1 

3x   -     y   +    z   =  2 

          4 y   + 5 z   = -1 

  الحل 

15

540

113

201

=−= , 5

541

112

201

=

−

−= x  

10

510

123

211

−=

−

= y , 5

140

213

101

=

−

−= z  
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3/1,3/2,3/1
15

5
=




=−=




===




= zyx zyx  

لأ
 معادلة الخط المستقيم الذى يمر بنقطتين :

ين نالألأ y ,2  (x 2( لألألأ x ) 1y ,1(  معاعتولأمت ننلأمتنثنس مةلأمتنفىلأيننيلأبناتنراستالأ
لأ-متسعبتيلأًنيالأظدلأللت لأمح ع لأىالآكدلأ:

0

1

1

1

22

11 =

yx

yx

yx

 

لأ مت ات لأظإ :  فملأ مم لأوجهلأبايالأمتص لأمت اجدلأمالأىس لأمالأمتص تالأمو ملأ

0

0

1

0

1212

11

11

=

−−

−−

yyxx

yx

yyxx

 

0)()()()( 12111 =−−+−−− xxyyyyxx  

)()()()( 121121 yyxxxxyy −−=−−  

1

1

12

12

yy

xx

yy

xx

−

−
=

−

−
  منيا           

لأ  فالأمتنعاعتولأمتنعي ظولأت  نلأمتنثس مةلأمتناتلأ نراستالأو
لأولأ( 0 , 1), (1 ,0)     لأمعاعتولأمت نلأمتنثس مةلأمتناتلأباتنراستا  ( : 9مثال ) 

  الحل 
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0

101

110

1

=

yx

 

x(1 – 0 ) – y ( 0 –1 )  + 1 ( 0 – 1 )  = 0 

   x  +  y  -  1  =  0 

لأx   +  y  =  1لألألألألأ ىلأ  لأمعاعتولأمت نلأمتنثس مةلأ د
 مساحة المثلث المعروفة رؤوسه

   y2), (x 3y3 , ( x ,2  ,(ى ملأىنا لأتنن  نالأم  ن لأى نن مثماسلأتى  نهلأ نندلأ

 ) 1, y 1(xلأ لأمثا سهلأوظإجنالأجع ةلأ لأ

( ) ( ) ( ) 213132321
2

1
yyxyyxyyxA −+−+−=  

  فملأين الأىسا سهلأً دلأللت لأمح علأىالآكد:لألألألأ
1

1

1

2

1

33

22

11

yx

yx

yx

A = 

لأمدلأمتع ةلأبس لأمتنثا ولأ دلأمت منولأمتنا رولأو
   y 2)  ,  ( x 3, y  3( x ,2  , (شني لأ تنل لأثنسثلأجرننلأم ن مثماكيالأ نتيجةة: :

)1, y 1(x0لألألألألألألألألأً دلأم سرامولأ م   لأ للألألأ

1

1

1

33

22

11

=

yx

yx

yx

 

لأمننننالأ نننننالأين ننننالأم ننننسنساجلأمعاعتننننولأمتنثننننس مةلأمتننننفىلأينننننيلأبنننناتنراستا ملحوظةةةة: :
) 1 ,y 1), ( x 2, y2 ( x  لأظنت لأ جيالأ:لأ

0

1

1

1

22

11 =

yx

yx

yx
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لأ(1,2)لأ,(1,0) , (1, 0)     لأمثا ولأمتن   لأمتفىلأتى  هلأ دلأ:   (10مثال )
  الحل 

1)110(
2

1

121

101

110

2

1
=++==A  

 تمارين 

لأ-[لأ    لأقمنولأمتنح عمسلأملآكمولأ:1]

122

222

221

)(
73

25
)(

−

−

−

iii  

لأ[لأبا س  م لأمتنح عمسلأ    لأ  لأمتنعاعتسلأملآكمولأ2]
( i ) 3x  +  2y  +  8z  =  38 

         x  +  3y  +  9z  =  37 

       2x  +    y  +    z  =  15 

(ii) x  +  2y  +  2z  =  6 

       2x  +  4y  +    z  =  7 

       3x  +  2y  +  9z  =  14 

لأ[لأبا س  م لأمتنح عمسلأ    لأمثا ولأمتن   لأمتفىلأتى  هلأ3]
(i)     ( 3,1 )   ,   ( 1,2 )   ,   ( 3, -2 ) 

(ii)   ( -1.1 )  ,   ( -2,2 )  ,   ( 1,4 ) 

لأ[لأ ثبتلأ  لأمتنرنلأملآكمولأكردلأً دلأم سرامولأ م   4]
(i)   ( -1,-1 )    ,   ( 3,3 )    ,   ( 4,4 ) 

(ii)  ( 3,-3 )     ,   ( 5, -4 )  ,   (0,-7 ) 
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لأ للأ   لأ ف تلأمتنعاعتولألأx= 1 [لأ ي الأ  لأ5]

0

432

522

531

=

+

+

+

x

x

x

 

لأ[لألأ ثبتلأ  لأ:6]

3)(

22

22

22

cba

baccc

bacba

aacba

++=

−−

−−

−−

 

لأظس   لأ ف تلأمتنعاعتولأولأ a + b + c = 0 [لأى ملأىاجتلأ7]

0=

−

−

−

xbac

axcb

cbxa

 

لأ[لأ ثبنتلأ  لأ:8]

bac

acb

cba

cbbaac

baaccb

accbba

2=

+++

+++

+++

 

 
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 الباب الثامن 

  المصفـــوفات
y 1nx 1n+ …+ a 2x 12+ a 1x11a =                                               1 المعادلات :

      

  a21 x1 + a22 x2 + …+ a2n xn = y2      (1) 

  .     .        . 

  .     .        . 

  .     .        . 

am1 x1 + am2 x2+… + amn xn = yn 

 . الصورةمن المجاهيل يمكن كتابتها على   n هى معادلات خطية ذات   

)2(

.

.

.

.

.

.

...

 .                     . .

 .                     . .

.                     . .

...

...

2

1

2

1

21

22221

11211



























=





















































n
n

mmmm

n

n

y

y

y

x

x

x

aaa

aaa

aaa

 

تظهث  علثى هي ثة ميثتطيل مكثوص مثن  ث و    ija  حيث  مجموعثة المعثام ت 
علثى رمث   ijaفثى العصصث      i. ويثد  ال مث    nوأعمثدة عثددها    mعثددها 

 والذى يقع العمود فيها . على رم  العمود   j الصف وال م  الثانى 
معصا ث   ija وتيثمى العصا ث   ( Matrix )ييثمى هثذا الميثتطيل مالمصث وفة 

 1x المجاهيل           ij[a[المص وفة ول ختصار سو  ن م  للمص وفة مال م  

n…..x 2, x    تظه  فى  ورة مصث وفة مكونثة مثنn  مثن الصث و  عمثود واحثد
مثن    mه  فثى  ثورة مصث وفة مكونثة مثن تظ n…y 2, y 1y . وكذلك الأعداد 

 الص و  وعمود واحد .
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يمكن أص نقو  أنها المص وفة     (2)المص وفة فى المعادلة  ija   ذات الدرجة 

n  ×m   أو المص وفة ija  =A    ذات الدرجةn  ×m   
 المصفوفة المربعة  

  n تيمى م بعة من الدرجة  A وفةفإص المص  m = n إذا كانت 
 خواص المصفوفات :

يقثا  أص المصث وفتين:  التسااى  ( 1) ijb B = ، ijaA =   متيثاوياص
إذا وفقط كاص هاتاص المص وفتاص من ن س الدرجة وكاص كثل عصصث  مثن إحثداهما 

    ijb   =  ija :    مياوياً لصظي ه فى الثانية : أى أص إذا كاص
i = 1, 2 , …, m           ,     j= 1, 2, …, n 

مالمص وفة الص  ية إذا   A تيمى المص وفة  : المصف فة الصفرية( 2)
  [  0  ] انعدام كل عصص  من عصا  ها وي م  لها مال م  

ممصث وفة الوحثدة إذا كثثاص   Aتيثثما المصث وفة  : مصااف فة ال ةاا  ( 3)
مثثثثن عصا ثثثث  مط هثثثثا الثثثث ايس ميثثثثاوياً  الواحثثثثد الصثثثث ي  أمثثثثا م يثثثثة كثثثثل عصصثثثث  

 العصا   فإنها تصعدم أى أص:

 



























=

000

...

...

...

0...00

0...00

0



























=

1000

....

....

....

0...010

0...001

I
,          

     ij[ b  =  ] , B ij[ a  =   A  [إذا كانت     : جمع المصف فتين( 4)

 ع يع   مأنه المص وفة .فإص المجمو   m x n مص وفتين من ن س الدرجة 
A + B = [ a ij  +  b ij  ] 
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 يع   مأنه المص وفة .   A – B . وكذلك الط ح   m  n ذات الدرجة 
A – B  = [ a ij – b ij  ] 

 إذا كانت   (1مثال )

















−=

















−=

124

102

003

,

123

041

032

BA  

   فإص

















−=

















+++

−++−

+++

=+

247

141

035

112243

100421

000332

BA  

 
 

















−

−

=

















−−−

+−−−

−−−

=−

001

143

031

110243

100421

000332

BA  

 مقداراً عددياً فإص حا ل ض ب     k إذا كاص       :k   الضرب فى ع  (  5)

k   فى المص وفة]  ij [ a  = A     يكتب على الصورة أى أص : كل عصص  من
 .   k يجب أص يض ب فى    A عصا   المص وفة 

 إذا كانت . (2مثىل )

















−

−

=

111

205

321

A , 















 −

=

302

524

413

B  ,  

















−

=

321

230

214

C  

 A + B  , A – C  ,  - 2 A , A +  ( B – C )                     فأوجد 

 الحل 
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















−

=+

413

729

114

BA , 

















−

−

−−

=−

210

035

513

CA  

- 2A = 

















−−

−−

−−

222

4010

942

 A+ (B-C) = 

















−

−

112

519

100

 

ويصثت  عثن ي يثر ضث ب   Aتيما سالب المصث وفة   A–المص وفة  تعريف :
 .   1–فا   Aصا   كل عصص  من ع

=1m…  a  12a   11[ aA إذا كانت المص وفة  ( ضرب مصف فتين :6)

 والمص وفة . m×1من الدرجة   [

 



























=

1

21

11

.

.

.

mb

b

b

B  1والتا درجتها  ×m   فإص المص وفة 

C = [ a11 b11 + a12 b21 + … + a1m bm1]  

 A×B= C أي أص  A,Bهثا حا ثل ضث ب المصث وفتين  1×1والتثا درجتهثا 

m1b 1m+….+ a 21b12 +a11b11=aوعلا ذلك فإص



























1

21

11

.

.

.

mb

b

b

]1m…a12a 11[a 

وتصت  هذه العملية من حا ل ض ب كل عصص  من الصف مالعصص  المقابل له 
 فا العمود ونجمع حوا ل الض ب . 
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 0 + 431 + = [ 2[10] = [ 2 (3مثال  )

















2

0

1

3    4]     [ 2  

ijB = [b [،   p  mمصث وفة مثن الدرجثة   a] =ija [وعمومثاً إذا كانثت 

هثا حا ثل ضث ب  ijC = [C[فثإص : المصث وفة   n  pمصث وفة مثن الدرجثة 
مثن   mمكونثه مثن   Aحيث  أص m  n  هثا مثن الدرجثة   A , Bالمصث وفتين 
 C = A  B  الأعمثدة  فثإص حا ثل الضث ب  مثن   nمكونثه مثن   Bالصث و  

 . Bم ه واحدة فقط فا كل عمود من أعمدة  A يتكوص مض ب كل  ف من 
مع   إذا فقثط  ABمص وفتاص فإنه يقا  أص حا ل الض ب   A , Bوإذا كانت 

 .  Bمياوياً لعدد   و    Aإذا كاص عدد أعمدة 
غي  مع  . أيضاً مثد ي ثدث أص   B Aمع   ولكن   A Bومد ي دث أص يكوص 

   BAABمع فاص ولكن  BA , ABالض ب  يكوص حا ل
 ض ب المص وفات ي قر الخواص الآتية    نظرية :

(i)  A ( BC)   = (AB) C  

(ii) A ( B + C ) = A B + A C  

(iii) ( B + C ) A = BA + C A  

(iv) k ( AB)  = (k A ) B = A ( K B)  

وهثو نثات   TAي مث  لثه مثال م   Aفةمصقثو  المصث و   ( منقول المصفوفة7)
        ijA = [ a[فثثثإذا كانثثثت   Aمثثثن تلثثثديل الأعمثثثدة والصثثث و  فثثثا المصثثث وفة

 ij= [ aT A[إص ف
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  إذا كانثثثثت  (4ثااااىل )م

















−

103

541

032

A =   فثثثإص=  TA















 −

150

043

312

 

 

 ت ويل المص وفات إلى مصقولات ي قر الخواص الآتية : نظرية :  
(i) (A + B)T = AT + BT  

(ii) (AT)T    = A  

(iii) (A B)T   = BT AT  

(iv) (kA)T    =  k AT 

 مقدار ثابت    kحي  
 ij[a  =A [: إذا حققثثت المصثث وفة الم بعثثة ( المصااف فىا المتمىث ااة8)

  = TA-A مصث وفة متماثلثة أمثا إذا كانثت   Aفإنثه يقثا  أص  TA = A الع مثة 
 مص وفة شبة متماثلة .   Aفإص 

ةالمص وف(5مثىل )
















−

−

663

642

321

متماثلة بيصما المص وفة    
















−−

−

043

402

320

 غي  متماثلة.

مصث وفة عصا ث ها   Aإذا كانثت  ( المصااف فة المتراف ااة المر  ااة9)
أعداد م كبة فإص المص وفة التثا تصثت  مثالتعوين عثن كثل عصصث  فثا المصث وفة 

A  ل م  مم افقة تيما المص وفة المت فقة و ي م  لها ماA  . 
إذا كاص   (6مثال )









−

+

i

ii

323

21
A =   فإصA 









+

−−

i

ii

323

21
=  

 ( المصف فىا ال ى  ة ل   ب )مع  س المصف فة(10)
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يقثا  أنهثا مابلثة للقلثب  لهثا معكثو و إذا وجثدت مصثث وفة   Aالمصث وفة الم بعثة 
B    أص  م يA B = B A = I    حيI  . تيما مص وفة الوحدة 

 Bيقا  أنه مابلة للقلب  لها معكو و إذا وجدت مص وفة    Aالمص وفة الم بعة 

  A B = B A = Iم ي  أص   

 تيما مص وفة الوحده .   Iحي  
A-ون مث  لهثا مثال م    Aممعكو  المص وفة   Bولذلك سو  تيما المص وفة 

= B  1 
فإنه يلعب دوراً مشابهاً للدور الذي يلعبه مقلثوب أي عثدد  A-1 قلوب فإذا وجد الم

 فا الجل  العادي ولتوضي  فك ة المقلوب ن ت ض أص لديصا 

A =  

















102

260

004

       B =     





















−

−

10
2

1

3
1

6
1

6
1

00
4

1

 

فإص    
















100

010

001

   =
















102

260

004

  

















102

260

004

AB =  
 

                             وأص 

















102

260

004

  





















−

−

10
2

1

3
1

6
1

6
1

00
4

1

BA = 

   

= I     

















100

010

001

=   

                                                                  AB = BA   = Iأى أص   
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ويجثب أص  B = A–1 صث وفة يمكثن القثو  أص ومثن التع يثا اليثابر لمقلثوب الم
تعثث   أنثثه إذا كثثاص لأي مصثث وفة مقلثثوب فثثإص هثثذا المقلثثوب يكثثوص وحيثثداً. والآص 
سثثثو  نعثثث ض ي يقثثثة إيجثثثاد المعكثثثو  للمصثثث وفة ماسثثثتخدام م ثثثددها ومصثثث وفة 

 م افقتها الم ورة . 
 Aة  فإص الخطوات التا تتبع لإيجاد معكو  المص وف  Aإذا كاص لديصا المص وفة

 فإص الخطوات التا تتبع لإيجاد معكو  المص وفة يمكن تلخص فا الآتا.  
ويجثثثب أص لا تيثثثاوي الصثثث   حتثثثى يوجثثثد  Aإيجثثثاد ةيمثثثة م ثثثدد المصثثث وفة -1

 المعكو  . 
وها ت توي علا الم افقات المصاظ ة لكل     Fإيجاد مص وفة الم افقات  -2

 عصص  فا المص وفة. 
 .  Fلم افقات الم وره إيجاد مص وفة ا -3

ماستخدام الع مه.  Aإيجاد معكو  المص وفة  -4
A

F
=  1-A 

 أوجد معكو  المص وفة التالية  و7مثا   

A =  

















102

260

004

 

  الحل 

A  =  4  
02

60
0

12

20
0

10

26
+−  

= 24     0 
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F = 



























−

−−

−

60

04

20

04

26

00

10

00

12

04

10

00

02

60

12

20

11

20

 

 وبعد إج اء العمليات ال يابية نجد أص 

















−

−

=

2480

040

1246

F      ,  

















−

−=

24012

844

006

'F  

 -وفى الصهاية يمكن أص ن صل على معكو  المص وفة كالآتى :

















−

−==−

24012

844

006

24

1'1

A

F
A  , 

















−

−=−

102/1

3/16/16/1

004/1
1A  

 فصجد أص    A A–1 لك مال صو  على ويمكن التأكد من ذ 

















−

−

















=−

102/1

3/16/16/1

004/1

102

260

004
1AA  

 

I=

















=

100

010

001

 

 -استخدام المصفوفات فى حل المعادلات الخطية :
مثن   n مثن المعثادلات الخطيثة كثل مصهثا ت تثوى علثى   n إذا كثاص لثديصا  

 .   n, …      , x  2,  x 1  xالمجاهيل      
a11 x1 + a12 x2 + …       + a1n xn  =  b1 

a21 x1 + a22 x2 + …       + a2n xn  =  b2 

.      .            . 
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.      .   . 

.      .                                          . 

an1 x1 + an2 x2 + …       + ann xn   =  bn 

 -عادلة مص وفات كما يلى :فإنه يمكصصا كتامة هذه المعادلات على شكل م
A X  =  B 

 : حي  



























=



























=

nn b

b

b

B

x

x

x

X

.

.

.
,

.

.

.

2

1

2

1

, 

























=

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

...

...

21

.

.

.
2

.

.

.
22

.

.

.
2

11211

 

وباستخدام جل  المص وفات يمكن حل معادلة المص وفات اليثابر ذك هثا . وذلثك 
 فص صل على .  A–1 مض ب ي فى تلك المعادلة فى المعكو  

 A–1
 A  X  =  A–1 B 

        B                                       1–I  X  =  A A  =  I 1–Aولكن       
         X  =  A –1

 B 
ثث  ضث بها    A–1ولثذلك ل ثل المعثادلات الخطيثة فإنثه يجثب ال صثو  أولًا علثا  

 .B فى 
 فات .حل المعادلات الخطية التالية ماستخدام المص و ( 8مثال )

x1             + 2x3  =  4 

x1  +  x2   +        =  5 

4x1 + 3x2 +  x3   =  2 

 الحل 

















=

















=

















=

2

5

4

,,

134

011

201

3

2

1

B

x

x

x

XA  
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 -وذلك كما يلى :   A–1ن صل أولًا على 
0121

34

11
20

13

01
1 −−=+−=A  

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

















−

−−

−−

=

122

376

111

F   , 

















−−

−−

−

=

131

271

261

'F  

 

 

















−−

−−

−

−
==−

131

271

261

1
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 وفى الصهاية لل صو  على المجاهيل .
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 حل المعادلات الخطية الآتية ماستخدام المص وفات .  ( 9مثىل ) 
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100       
 

 

x1  +  2x3 =   1   ,   3x1-     x2 + x3 = 2   , 4x2  + 5x3 = -1 

  ال ل 

 -:وذلك كما يلى    A–1ن صل أولًا على 
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 وفى الصهاية لل صو  على المجاهيل .
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 تمارين 

 إذا كاص  -1

































−

−

















=

ut

gr

qp

CBA ,

34

43

21

,

65

43

21

 

 . A + B – C = 0 م ي  يكوص   C أوجد  
 إذا كاص  -2










−

−









−

−
=

112

031
,

210

312
BA  

  فأوجد :
AB ,  2A  +  3B ,  A-B 

إذا كانت                                  -3
















=

122

212

221

A 

 I = 0 –4A  – 2A 5فل هن أص             

 -أوجد حا ل ض ب المص وفات الآتية : -4








−

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


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102       
 

 

  
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 إذا كاص  -5



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

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


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 −
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





 −
=
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31
,

32

11
,

10

12
CBA  

  A  ( B + C )   ,  ( AB ) C  ,  A B   ,  ( AC ) فأوجد 
 -أوجد معكو  المص وفات الآتية : -6
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 أوجد المعكو  الض بى للمص وفة  -7
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 إذا كاص  -8

















−−

−

−−

==

















−

−−

−

=

















−−

−

−−

=

321

431

422

531

531

531

,

431

541

532

CBA

 -فأثلت أص :
(i) AB  =  BA  =  0 

(ii) AC  =  A 

(iii) CA  =  C 
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(iv) ACB  CBA 

(v) A2
 -  B

2  =  ( A _ B )  ( A + B ) 

 -ماستخدام المص وفات أوجد حل المعادلات الآتية : -9
(i)  4x  +  2y  -  z  =  5 

     3x  -      y  -  z  =  -2 

       x   +    y  -  z  =  0 
 

(ii)  x  +  y  +  z  =  1 

     2x  +  2y  +  z  =  7 

       x  -  5y  +  3z  =  3 

 -ماستخدام معكو  المص وفة حل المعادلات الآتية : –و 10 
(i)  x1  +  2x3  =  1   ,  3x1  -  x2  +  x3  =  2 

    4x2  + 5x3  = -1 

 

(ii) x  +  y  +  t  =  1  ,  2x  +  2y  +  t  =  7  

x  - 5y  +  3t  =  3 

 

(iii) 2x1  +  x2  -  x3  =  -3 

4x1 +  x2  =  -2 

x2   +  x3  +  1  =  0 

 

(iv) 3x1  -  2x2  -  3x3  =  1 

2x2 -    x3  =  1   

-4x1  +  x2  -  x3  =  6   

 
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 الأول  الباب
 تغيير المحـورين 

يسهه حل ههحل منههسلئههالئسههة حلغي ر وهه لحورننههسلادههللئأههاع لغ وههرة ل يهه ل ادههة ل
ل خس لئرةوب لالوافلن عسلثلاث ل ناغ ليورننسلئأاع لغلإورة ل

-2الفيههتلقر ههحلن لأهه لغ بههحلئههللر ههةولغييأههاععالئههاغ عناليادهه  يةلالنقلل   -1

 لل اعغنلغييأهاععال اي يهةلخهلا الفيتلقب  لن لأ لغ بحل يةلهه لئهالدوران   

ل غاع لئةل.
اههه لهه لغيأةيه لغي ةئه لال ن هةلقر هحلن لأه لغ بهحلثه لالنق  مع الدوران     -3

ليوبللذيكل اعغنلغييأاععال.
هالئسوا للغلإوهرة لغ به ولا نل  xoyنفرض أن أولاً : نق  المحورين  -4

O`ن لأه ل هولهههغلغييسهواإلال  ه غثية هةلل ( . ) .نةلئأهاععالخخهسعال هذذغل خههل
o`x`, o`y` ئاغ عنالي يأاععاللox , oy ع ه لغيوسقنهلليويهاعالئسهوا لغلإوهرة لل

x`o`y`لغيه لي سفلريسوا لغلإورة لغيج ي ل.ل
ل
ل
ل
ل
ل
 رةيرسب لييسوا لغلإورة لغ ب و(x , y) ن لأ لئةلفيكانل   غثن ةلp ذغل ةنتلل

ليوضحل نل: غيسةحقرةيرسب لييسواإلغلإورة لغيج ي ل يةلرةيشكحلل (`x`,y)ل
x = x` +                        y = y` +                         (I)   

 ر لاقو لغيوأاعحل  لهه لغيأةي ل. (I)  اقسي ل

. P(x,y) 

P (x, y` 
 

o` (. )ل
 

x

ل`
 xل

 

y`ل
 

oل
 

yل
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2fx + 2gy + c =  2+ y 2x +أوجد المعادلة الجديدة للمعادلةة اتيةةة(  1مثال   

oأههههاععالغ بهههه ننالالر هههه للن ههههحلغييأههههةاعلغ بهههه ي ل يهههه لئأههههاععالئوههههاغ عالي يل
   ( f ,- g- )للللل   ئو ةط نال  لغير لأ ل

  الحل 

        x = x` – f            y = y` – gنجه ل نل: ( I ) رةيو اعضل  لغيوأاعحل

 غيي ة ي لغيي لأةةلقأخهلغيصاعةل لللللل          

    ( x`- f )2  + ( y`- g )2  +  2f ( x`- f ) + 2g ( y`-g ) + c = 0 

  `c                                             - 2 + g  2 = f  2 + y`  2xأى أن :

           

 ,`x النلا ظل نلغيي ة ي لغ خنسةللالقأوا لع  ل  ا لئالغي عج لغ اي ل ه لل

y` ل.ل
ولغييأهاععالئهللر هة ( 1 , 2- )  ذغلن  رهةلن لأه لغ بهحل يه لغير لأه لل-( :2مثال )

لئاغ عنالياد  يةلغ ب  ل أاج لغيي ة ي لغيج ي ةلي يرأر ل.
x 2  + 10xy + y2 - 6 x + 18y – 7 = 0 

  الحل 

  x = x` – 2لللللللل                 y = y` + 1نج ل نلللل ( I )رةووخ غملغيوأاعحلل

`x` y`+ 8 =  2+ y`  2 x 10+  رةيو اعضل ه لغيي ة يه لغيي لأهةةلنأصهحلع ه 

0  

     ل  ا لغي عج لغ اي ل  لغيي ة ي  -( :    2مثال ) 

4x 2  + y 2 – 16x + 6y + 9 = 0 

  الحل 
 `y = y` + k                                                            x = xحادهلل

+ h  

  رةيو اعضل  لغيي ة ي لغيي لأةة
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4 ( x` + h ) 2  + ( y` + k ) 2 - 16 ( x` + h ) + 6 ( y` + k) + 

9= 0 

4x`2+y`2 +( 8h –16 ) x`+( 2k+6 ) y`+ 4h 2+ k 2 -16h + 6k+9=0 

ل `y`, x اليج ههحلغيي ة يهه لخةييهه لئههالغي عجهه لغ ايهه لقسههةا لئ ةئههحل ههحلئههال
ل-يروجل نل: رةيصفسلا

8h – 16 = 0                           h = 2 

2k + 6 = 0                            k= -3  

 قؤا لغيي ة ي ل ي ل:لا

  4x` 2  + y`2  + ( 16 + 9 – 32 – 18 + 9 ) = 0  

  `y`  2 4x +2                                                                 16 =أى   

            

    دوران المحورين :  -ثانياً: 

  لن لأهه ل هه لل P  لال نلل0 هها لل لنفههسأل نلغييأههاععال غعغل غاعهه لئ هه غعهةل
الرةيرسهب لي يأهاععالل( x,y ) هه لل xoy غييسهوا ل  ه غثيةق ةللرةيرسهب لي يسهوا ل

 . ( `x`,y )   لاد  يةلغيج ي ل

ل
ل
ل
ل
ل
ل

 -  لغيشكحلنج ل نل:ل

OL = OK – LK = OK – RQ 

PL = PQ + QL = PQ + RK             

                                                 x = x` Cos  – y` Sin أى أن :  
    

 

x 
L k 

R Q 

y 
x` 

o  

P (x`,y`) 

    (x,y) 
y` 
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 y = x` Sin  + y` Cos                                          ( II )                               

  هالغيوأاعحلغييلأ ابلل ( II )الي وبسل  

 ذغل غعلئأههاعغنلحوغاعهه لئ هه غعهة -( :4مثللا   
4


 ةل أاجهه لغيي ة يهه لغيج يههل 

 .ي يرأر 

=2                                                                  2 + 2xy + 5y  2 5x 

  الحل 
رهةيو اعضلعههال

4


 ثهه لغيو ههاعضل ه لغيي ة يهه لي يرأرهه ل  (II) ه لغيوأاعههحلل=
 `y`  2   + 3 x 2  2  =                        1                غيي لأ لنأصهحلع ه ل:

ا  لهه لغيي ة ي لغ خنسةلعر ل اعغنلغييأاععالحوغاع لئ نر ل ئكالغيهوخ  لئهال  
  ل نتلييكال حلغيي ة ي ل  لبهاعق ةلغي ةئه ل يهةليادهحلذيهكلغييمهة لل xyغيأ ل

لغلآق ل:
ــال )  هه للxy اجهه لغيوغاعهه لغيوهه ليهه اعهةلغييأههاعغنلرأنهه ليولا هه لغيأهه ل ( :5مث
لغيي ة ي .

+ 2fx + 2gy + c = o 2 hxy + by + 2 2 a x  

  الحل 

                                 قأخهلهه لغيي ة ي لغيصاعةل (II) رذووخ غملغيوأاعحل

 a(x` Cos  – y` Sin  ) 2   + 2h ( x` Cos  – y` Sin  )  

(x`Sin  + y` Cos ) + b (x` Sin  + y` Cos  ) 2 + … + c = 0  

  رةيصفسلرةيي ة ي لغيسةر  لنج ل نل: xy لريسةاغةلئ ةئح

-2 a Sin  Cos  + 2h Cos2  - 2h Sin2  + 2h Sin  Cos = 0  

 2h ( Cos 2  – Sin 2  ) = 2 ( a-b ) Sin  Cos   

 2h Cos 2  = ( a-b ) Sin 2 

 tan 2 = 
2

12
=

−


ba

h
 tan –1 )

2
(

ba

h

−
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 ثالثاً : الحالة العاملة   النق  والدوران (  

ق وبسلهه لغيأةي لقجييللي أةيونالغيسةر ونال  لري ر لنر حلن لأ لغ بحل الا لثه ل 
 هها لن لأهه لغ بههحلغيج يهه ةللنهه يسلغييأههةاعل هه لادهه  ةلغيج يهه لخههلا ل غاعهه لل

 ثه ل غعلغييأهاعغنل غاعه لo`( , )ير لأه لنفسأل نلن لأ لغ بحلق لن  تل ي لغ

  لنفهسأل نلل.P لن لأه ل ه لغييسهوا ل  ه غثيةهةلرةيرسهب لي يأهاععالل  x o y ل
 ئهةلرةيرسهب لل ( `x` , y ) هيهةلل `x` o` y ابةيرسهب لي يأهاععالل ( x , y ) هيهةلل

  (( ``x`` , y هيةل``x`` o`` y ي يأاععال

 

 

 

  

 

 

 

 

                      x = x` +                    y = y` + نلاحظ أنه من أولاً :

         

 ومن ثانياً : 

x` = x`` Cos  – y`` Sin   

y` = x`` Sin  + y`` Cos   

 ابوجييلل الا لاثةنية لنأصحلع  ل:

x = x`` Cos  – y`` Sin  +     

y = x`` Sin  + y`` Cos  +    ( III ) 

لغييلأ ابل.اهالغيوأاعحل

x`` 

X` 

x 

O` (,  ) 

y` 

y`` 

y 
 

o 

p 
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ثه ل غعلغييأههاعغنلل ( 2 , 1- ) ذغلن  هتلن لأه لغ بهحلي ر لأه ل  -( :6مثــال )
خلا ل غاع لئ  غعهةل






−

2

1
tan ل أاج لغيي ة ي لغيج ي ةلي يرأر ل:للللل1

5 x 2 + 4 x y – 2 y 2  +2 x + 12 y – 1 = o 

  الحل 

2

1
tan = 

5

1
= Sin , Cos  = 

5

2
     

``1,    نجهه ل نل:   ( III )رةوههوخ غملغيوأاعههح
5

1
``

5

2
−− yxx =

                                                                   2``
5

2
``

5

1
++= yxy 

 ابةيو اعضل  لغيي ة ي لغيي لأةةلنأصحلع  ل.

26 x`` 2  - 16 x`` y`` - 13 y`` 2  + 50 = 0 

 
 

 

 تمارين 
 

[ل اج لغير لأ لغيو لقر حل ين ةلن لأ لغ بحلرأن ليولا  ل  ا لغي عج لل1]
ل-غ اي ل  لغيي ة لاتلغلآقي ل:  

(i) x 2  + 2 x y – 2 y 2  + 4 x + 2 y + 6 = o, 

(ii) 3 x 2  + 4 x y + 3 y 2  - 2 x – 2 y = o, 

(iii) 6 x 2  - 4 x y + 6 y 2  - 1 0 x – 7 = o . 

2[ل ذغل غعلغييأاعغنل غاع لئ  غعهةللل2]



    أاج لغيي ة ي لغيج ي ةلييحلئال:لل

(i) x + y = o , 

(ii) x 2 + 2 x y + y 2 = 1  

   لغيي ة ي .ل x y  اج لغيوغاع لغيو لي اعهةلغييأاعغنلرأن ليولا  لغيأ ل[ 3]

x 2  - x y + 2 y 2  = 6  
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نلغييأاععالدللغيي ة لاتلغيوةيي ل  ل رسطللحر حلن لأ لغ بحلئلل اعغ[  4]
 باعةلل

(i) x 2  + y 2 + 6 x – 8 y – 5 = o 

(ii) x 2 + x y + y 2 – 2 x – y – 4 = o 

[لغ هفلغيأ ل5]  x y ئالغيي ة لاتلغلآقي ل:ل 
(i) 8 x 2  + 4 x y + 5 y 2  = 36  

(ii) ( x + y ) 2  - 8 ( y – x ) = o 
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 الباب الثانى :

 الخط المستقيم 
ميل الخط المستقيم هو ظل الزاوية التى يصنعها مع الاتجاه الموجب    تعريف: 

هبى الزاويبة   حيب    m = ton أى أن  mلمحبو  السبيناو ويزمبز لبل مبالزمز
   . x التى يصنعها المستقيم مع الاتجاه الموج  لمحو  

  
 
 
 

مببع الاتجبباه الموجبب   30زاويببة ماببما ها  أوجببم ميببل المسببتقيم البب ى يصببنع مثاا   
 .   xلمحو 

    الح 

يعطى من المعادلة :            mميل المستقيم  
3

1
=   m = ton 30       

 
 

 

مببع الاتجبباه   135أوجببم ميببل المسببتقيم البب ى يصببنع زاويببة ماببما ها  ( 2مثااا)  
  الموج  لمحو  السيناو .

   الح 

   m = ton 135  

       = ton ( 90 + 45)  

       = - ton 45 = -1  

 مي) الخط المستقيم المار بنقطتين معلومتين :
 
 

y 

 x 

2 
30

 o 
3 

1 

y 

x 135 
y 

x 

x2 – x1  

p2(x2 , y2) 

y2 – y1 

 

p1(x1,y1) 
  
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 y  1(x 1) , P2, y 2(x 2P ,1  (نفبز  أن الناطتبين المعمبومتين همبا  
         واضح من الشكل

12

12

1

2

xx

yy

QP

QP

−

−
==  m = ton  

  ( 4 , 5 ) ,  ( 3 , 2 )المستقيم الما  مالناطتين أوجم ميل   (3مثا)  

   الح 

m = 
3

1

25

34

12

12 =
−

−
=

−

−

xx

yy
 

 . ( 3- ,0 ) , ( 4- , 1 )أوجم ميل المستقيم الما  مالناطتين   (  4مثا)  

   الح 

m = 1
1

1

01

)3(4

12

12
−=

−

−

−−−
=

−

−

xx

yy
 

سببببوت نسببببتعز  لببببى هبببب ا الجببببزط معببببي  ببببو  معببببادلاو الخببببط المسببببتقيم لببببى 
 او الكا تيزية المتعاممة الإحماثي

و الجاء  المقطاوم مان    mمعادلا  الخاط المساتقيم بمعلوميا  ميلا  
 .  yمحور 

  c هبو   y والجبزط الماطبوم مبن محبو    m نفبز  أن ميبل الخبط المسبتقيم هبو 
                    y = m x + c           (1) لتكون المعادلة عمى الصو ة

 

 

 

 
 

 

 

y 

 x 

y = mx = c 
I 

C 

I 
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  4- وياطبع جبزطام مابما ه 3 ادلة الخبط المسبتقيم الب ى ميمبل  أوجم مع(  5مثا)  
 . y  من محو 

   الح 

تكون المعادلة عمى الصبو ة   m = 3 , c = -4 ( عن 1مالتعويي لى المعادلة )
 y = 3 x – 4  

أوجببم معادلببة الخببط المسببتقيم البب ى يصببنع زاويببة ماببما ها  (6مثااا)  
4


مببع   

 . y من محو    7 الموج  لمحو  السيناو وياطع جزطام ماما ه الاتجاه 

   الح 

m = tan  
4


 =  1   

 تكون المعادلة هى           m = 1 , c = 7 ( عن 1مالتعويي لى المعادلة )

y x + 7 . 
 طة معلومة . ويمر بنق   mمع دلة الخط المستقيم بمعلومية ميله  

 ويمز مالناطة   m نفز  أن ميل المستقيم هو 
 من الشكل الماابل نلاحظ  (x 1 ,  y 1) المعمومة

أن 
1

1

xx

yy
m

−

−
 أى ناطة عمى المستقيم.  (x , y)حي   =

  المعادلة المطموبة تكون عمى الصو ة

y – y1  = m ( x – x1 )             (2) 

 . x 1( x ,2   (ويمز مالناطة    mتقيم ال ى ميمل وهى معادلة الخط المس

أوجم معادلة الخط المستقيم ال ى ميمل ( 7مثا)   
4

  3 , 2) (ويمز مالناطة  3

   الح 

 
y 

(x , y) 
y – y1 

x – x1 
(x1, y1) 

x 
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عبن     ( 2 )مبالتعويي لبى المعادلبة  
4

3
=m  ،= 3 1 = 2 , y 1x 

  x  1 2 = 3 –4 y    ، 2 ) –( x– 6 نحصل عمى        
4

3
3 =   –y  

   4 y – 3 x – 6                                                                    
                          

أوجبم معادلبة الخبط المسبتقيم الب ى يصبنع زاويبة مابما ها    (  8مثا)  
3

     ويمبز
  (3 , 1) الناطة م

   الح 

m = tan 
3


 = tan 60o = 3  

    x  33 =   –y )–         ( 1 المعادل  هى

333                    أى −+xy =  

 معادل  الخط المستقيم المار بنقطتين معلومتين :

 ز  أن الناطتين المعمومتين الما  بهما الخط المستقيم همانف

( x2  , y2 ) , ( x1 ,y1 ). 

الما  مالناطتين يعطى من :     mميل المستقيم 
12

12

xx

yy

−

−
m =       

ويمببز   m( تكببون معادلببة الخببط المسببتقيم ممعموميببة الميببل 2ماسببتخماا المعادلببة )
 الصو ة .عمى   y 1( x ,1  (مالناطة 

y – y1 = 
12

12

xx

yy

−

−
 ( x – x1 )              (3)  

  ( 4 ,2 ) , ( 5 ,6 ) أوجم معادلة الخط المستقيم الما  مالناطتين  ( :9مثا)  

   الح 

 ( 3مالتعويي لى المعادلة )
y – 4 = 

46

45

−

−
 ( x – 2 )      ,        y –4 = ¼ ( x – 2 ) 
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4 y – 16 = x – 2               ,       4 y – x – 14 = 0 

 معادل  الخط المستقيم الذى يقطع جء ين من المحورين:
 c 2c ,1نفز  أن الجزئين الماطوعين هما 

    1  (0 ,المستقيم يمز مالناطتين) , (c2(0, c   

   ( نحصل عمى3مالتعويي لى المعادلة )

 

 
 

y – 0 = 
1

2

0

0

c

c

−

−
 ( c – c2 ) 

  2c  1 x = c 2 + c  y1 c              ومنها

1.  نحصل عمى المعادلة 2c 1c مالاسمة عمى 
21

=+
c

y

c

x
(4)               

 أوجم معادلة الخط المستقيم ال ى ياطع من محو  السيناو  -( :  10مثا)   

 وحماو .  3 او وحماو ومن محو  الصاد  4

   الح 

  c 1c , 4 = 2  3 =  عن    (4)مالتعويي لى المعادلة 

3 x + 4 y = 12                ,1           نحص) على
34
=+

yx
      

   بواسطة المستقيم  y , x أوجم الأجزاط الماطوعة من المحو ين    ( :11مثا)  

5 x – 3 y = 15  

   الح 

نحصل  15وذلك ماسمة المعادلة عمى   (4) نضع معادلة المستقيم عمى الصو ة 
1عمى  

53
=−

yx  . ومنها نحصل عمي 

 c1   = 3  , c2  = -5 

y 

x 

C2 

o C1 

(o , c2) 

(c1 , o) 
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شبببزو تبببوازى سطبببين مسبببتقيمين هبببو أن يكبببون ميبببل  بببل منهمبببا  -1 ملحوظااا  :
  m 1m =2 يساوى الآسز . أى أن 

شببزو تعامببم سطببين مسببتقيمين هببو أن يكببون حا ببل ضببز  الميمببين يسبباوى  -2
  m 1 m 2  =-1 سال  واحم أى أن  

 , 1- ) أوجببم معادلببة الخببط المسببتقيم البب ى يمببز مالناطببة  ( : 12مثااا)   

 .y = 2 x –11 ويوازى المستقيم (3
   الح 

 المستقيمان  متوازيان ل ا لميلاهما متساويان ،   2ميل المستقيم المعموا = 
 =  2ميل المستقيم المطمو   
                         y – 3 = 2 ( x + 1 )نحصل عمى  (2) ماستخماا العلاقة  

 y – 3 = 2 x + 2  

 y – 2 x – 5 = 0 

  (3- ,2-) مالناطبة  أوجببم معادلبة الخببط المسببتقيم البب ى يمببز ( : 13مثااا)   
 y = 4 x + 11 وعمودى عمى المستقيم ال ى معادلتل 
   الح 

  m 1m  ,2   =- 1هو  m 2m ,1  شزو تعامم مستقيمين ميلاهما 
 لإن   1m    4 =وحي  أن   2m نفز  أن ميل المستقيم المطمو  هو  

 
4

1−
=   2m  1 -=  24 m 

  تكون معادلة المستقيم هى (2) ماستخماا العلاقة 

y + 3 = 
4

1−
 ( x + 2 )   ,    4 y + 1 2 = - x – 2 

 x + 4 y = - 14 أى أن المعادلة هى         

 الزاوية بين مستقيمين معلومين  
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بببين  لبب ن الزاويببة   m 2m ,1   إذا  ببان مببيلام المسببتقيمين المعمببومين همببا 

            (5) المستقيمين نعطى من العلاقة
21

1

1 mm

mm

+

−
=  ton       

   ,  y = 2 x – 3   y = -3 x + 2 أوجم الزاوية بين المستقيمين(  14مثا)   

   الح 

    m 1 m          2 =2  =- 3    حي  أن

1
5

5

)3(21

23
tan =

−

−
=

−+

−−
=     , 

4


 =  

 إذا  انت معادلتا المستقيمين معطاة عمى الصو ة : حوظ   مل
a1 x + b1 y + c1 = 0      ,      a2 x + b2 y + c2 = 0 

  لإن الزاوية بين المستقيمين تعطى من العلاقة

tan  = 
2121

1221

bbaa

baba

+

−
            (6) 

  b2 = a  2 b1 a   1 ومنها نحصل عمى شزو التوازى وهو

 2b1 + b 2 a1 a        تعامم هووشزو ال

 + 4x + 5y – 1=0 , 2x – 3y أوجبم الزاويبة ببين المسبتقيمين( 15مثاا)  

3=0 

   الح 

 a-=  1 = 4 , b 2 = 5 , a2 b , 3 1        2 = حي  أن

 نحصل عمى    (6) مالتعويي لى العلاقة 
tan  = 

7

22

)5()3()4(2

)3(4)5(2

−
=

−+

−−
    )

7

22
(tan 1 −

= −  

ى الزاوية التى ظمها يساوى أ
7

22− 
 طو  العمود الن ز  من النقطتين على مستقيم  
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لإن طول    ax + by + c = 0والمستقيم هو   y  1(x ,1 (إذا  انت الناطة هى 
.             عمى ه ا المستقيم يكون عمى الصو ة   y 1( x ,1  (العمود النازل من الناطة 

22

11

ba

cybxa

+

++
d =   

  

 تم رين 

 الخط المستقيم لى الحالاو التالية : [ أوجم معادلة1]
 ( 4- , 1 ) ويمز مالناطة  2- ال ى ميمل  -أ

يصببنع زاويببة ماببما ها  -ب 
6

  مببع الاتجبباه الموجبب  لمحببوx  o  وياطببع
 .  yمن محو   3جزطام ماما ه 

 ( 2 ,1 ) , ( 4 , 1- ) يمز مالناطتين   -ج 

  oy, ox  من المحو ين  4 ,3  ياطع أجزاط  -د 

 ( 4 ,2 )  ويمز مالناطة  x  يوازى محو  –ها 

 ( 5 , 2- )  ويمز مالناطة  x عمودى عمى محو   –و 

ويمبز   y = 4 x – 5 2 [ أوجبم معادلبة الخبط المسبتقيم الب ى يبوازى المسبتقيم 2]
 ( 3 , 2- ) مالناطة 

 y – 4 x + 11 = 0 3   المستقيم العمودى عمى المستقيم [ أوجم معادلة الخط3]

 ( 3 ,2- )  ويمز مالناطة 

  [ أوجم الزاوية بين المستقيمين4]

x + 5 y + 6 = 0   ,   2 x – 3 y – 3 = 0  

  عن المستقيم  ( 2 ,3 ) [ أوجم معم الناطة 5]

4 x – 3 y + 7 = 0  
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 
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 الباب الثالث
 المعادلة التى تمثل خطين مستقيمين 

 الخطان المستقيمان اللذان يمران بنقطة الأصل .  -1
ولمتر  تعلرم لاًرهن سياًر دن   x y + y -2  2 x 23    (1)     0 =تعتبر  لمععدلمر  

 0   (2) = (x – y) (x – y 2) لاعييدن يعكن كتدب  لمععدلم  عل  لمصورة.   

 ولمت  تًقق  x , y تتًقق بجع ع ق م  (1) ولان ثم  (2) ععدلم  ولان لمولضح أن لم

2x – y = 0 2 أو بعبدرة أخ ى جع ع لميقط علر  لمعترتم مx – y = 0   تقرع علر
 – x وبدمعلم جع ع لميقط عل  لمعتتم م   (1) لمعًم لمهياً  لمذى تعلله لمععدلم 

y = 0     يتج لارن لمرأ أن ( يترت1تقع علر  لمعًرم لمهياًرل لمرذث تعللره لمععدلمر
ويعر  كرم x – y = 0 , 2 x – y = 0 تعلرم لمطيرين لمعترتم عين (1) لمععدلمر 

لايهعررررد ةيقيرررر  للكررررم . مررررذمأ تعلررررم أث لاعدلمرررر  علرررر  لمصررررورة لمترررردبق  خيررررين 
لاتتم عين إلل ألاكن تًليم لمي ف لليت  إم  عدلالين حم قين لان لمارج  للومر  

 ولمصورة لمعدلا  ملععدلم  لمععيدة س : 
a x2 

 + 2 h x y + b y 2  = 0       (3)  

ريبً  لنن برنلن ت تعردم  عرن   x, y وسرل لاتجدستر  لارن لمارجر  لملدس ر   ر   وً
لمشررر ل لمررررهه  تررررو  ه حترررر  تعلررررم سرررذه لمععدلمرررر  خيررررين يعرررر لن ةيقيرررر  للكررررم . 

    b = 0لاتتم عين إلل كدست   obًيف ض أن 
 x ( a x + 2 h y ) = 0أى             h x y = 0  + 2 2a x نن       

وكرم لايهعرد يعر  ةيقير  x = 0  ,  a x + 2 h y = 0   وسر  تعلرم لمعترتم عين 
  b علر   (3)بقترع  لمععدلمر   b ≠ 0  للكرم. وبردم جوإ إمر  لمًدمر  لمتر   يهرد

0ييتج أن                       
2 22 =++ x

b

a
yx

b

h
y)(4                      
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لاترررتم عين يعررر لن ةيقيررر  للكرررم   جررر  أن ي خرررذ   (3)  ررنلل لاللرررت  لمععدلمررر  
وبرذمأ يكرون   x)  2m –x) ( y 1  m –(yلمصرورة  (4)لمير ف لليتر  ملععدلمر 
)كتدةتهد عل  لمصورة    ) ( )xmyxmyx

b

a
yx

b

h
y 21

22 2
−−=++(5)   

  عل   (5)وبقتع  
2 x    ووضع m

x

y
 ييتج أن   =

( ) ( ) 0
2

21

2 =−−=++ mmmm
b

a
m

b

h
m  

b

bahh
m

b

bahh
m

−−−
=

−+−
=

2

2

2

1 ,  

b

a
mm

b

h
mm =

−
=+ 2121 ,

2
 

 -  a b > 0 ويكرون جرذرل لمععدلمر  حم قرين ولاطتلفرين إلل كردن 
2 h    وسرو لمشر ل

 لمهه  مك  تعلم لمععدلم  خيين لاتتم عين .
 hy = 0   ax +ولحرال سرو   a b = 0  – 2hويكرون لمجرذرلن لاتتردويين إلل كردن

 دل    بعض للح دن أسهد تعلم لاتتم عين لاييبقين .ويق
إمر  عردلالين  (3) و   لمعتردلم لمعالير  يعكرن تًليرم لمير ف لليتر   ر  لمععدلمر 

لاررررن لمارجرررر  للومرررر   يجرررردل لاعدلمرررر  كررررم لاررررن لمعتررررتم عين أو بدًررررتععدل  رررردسون 
 2h ألاد إلل كدسرت       a b > 0   2h =لاعدللات لمارج  لملدس   بش ل أن تكون 

a b < 0   –   2 +2   0 = نسره يعكرن كتدبر  لمععدلمر h x y + b y 2a x    علر
)لمصورة .          ) ( ) 0222

=−++ yhbayhxa  
( وسظر لن لن  a   ≠  o بفر ض أن a ولمرأ برر ك كرم لارن    ر  لمععدلمر   ر  

لميرر ف لليتررر  يًترروى علررر  لاجعرروإ كعيترررين لارروجبين   جررر  أن تكررون كرررم لارررن 
 كف لن حت  يكون لاجعوعهد  يتدوى  كف لن. لمكعيتين تتدوى 
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0=+ yhxa    ,    ( ) 022 =− yhba  
  a b >  لسه لان لمف ض    2h  –a b 0 ≠ومكن 

2h    
 .  y = 0إللن  

  x = 0 وييتج أن   ,a x + h y = 0     , a   ≠   0 كذمأ  

أى أن سقيرر  للكررم سرر  لميقيرر  x = y = o لل كرردن أى تتًقررق لمععدلمرر  إ
 لمًم م   لموحياة لمت  تًقق لمععدلم     سذه لمًدم  .

 الزاوية المحصورة بين المستقيمين اللذين تمثلهما المعادلة   -2

a x2  + 2 h x y + b y2 = 0 

 نسره حتر  لمبيرا   a b 2  h <إلل لاللرت لمععدلمر  خيرين لاترتم عين أى إلل كردن 
  x = 02 m  –x = 0   ,   y 1 m  –yدةق تكون لاعدلمتد لمعتتم عين سعد. لمت

 

               حي   
b

bahh
m

b

bahh
m

−−−
=

−+−
=

2

2

2

1 ,  

 س  إحاى لمزلويتين ةين لمعتتم عين   ن:   نلل كدست 

21

21

1
tan

mm

mm

+

−
=  , 

ba

b

bah

/1

2 2

+

−


=  , 
ba

bah

+

−
=

22
 

 –  a b يكون لمعتتم عدن لاتعدلااين وتكون   = o  a + bإلل كدست  
2h      لاوجب

 سذه لمًدم  ويتًقق أوتولادت ك دن ش ل تعليم لمععدلم  مطيين لاتتم عين 
معادلةةة منصةةلى الةةزاويتين المحصةةورتين بةةين المسةةتقيمين اللةةذين  -3

02تمثلهما المعادلة .  22 =++ ybyxhxa 
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 م عدن سعد لمعتت  o B , oA سف ض أن 
0,0 21 =−=− xmyxmy  

 2h xy + by2 ax +2  0 =لملذين يعللهعد لمععدلم    
 )()(2 21

22 xmyxmybbyhxyax −−=++   

b

a
mm

b

h
mm =

−
=+ 2121 ,

2  
 oBسعد لمزلويتدن لملتدن يصيعهعد لمعتتم عدن      )1,  2) 1>  2سف ض أن  

, oA  لاع لتجده لاًورx  كعد سو لابين بدمشكم لمتدةق أى أن 
ton 1 = m1     ,   tan  2    =  m2 

 ` , وسف ض أن  oB , oAسعد لايصفد لمزلويتين ةين   oQ , opسف ض أن 

لاررع للاتجررده لمعوجرر   oQ , opسعررد علررل لمت تيرر  لمزلويترردن لملترردن يصرريعهعد 
 . xمعًور 

 = <(xop) = <(xoA) + 
2

1
<(AoB)  ,  = 1+ 

2

1
 (2 - 1) 

  = 
2

1
(1+ 2)  , 2 = 1+ 2 

 +  ` = 90  لاتعدلااين  دن   oQ , opوسظ ل لان لمعيصفين

               2 ` = 180 + 2  - 180  1  2     
   tan  = tan (180 + )ومكن                                 

  2+  1tan (` = tan 2=  tan 2 (ييتج أن                  
  هلوي  لايم أحا لمعيصفين لاع لاًور لمتييدت  دن  مذمأ إلل لاللت 

tan2   =  



2tan1

tan2

−
= 

21

21

tantan1

tantan





−

+
= 

21

21

1 mm

mm

−

+
 

                              ومكن
b

h2−
=  2m +1 ,  m

b

a
=  2m 1m       
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ab

h

−

−
=

−


2

tan1

tan2
2


 

س  سقي  عل  أحا لمعيصفين  نن   (x,y) نلل كدست 
x

y=  tan  

ab

h

x

y
x

y

−

−
=

−

2

1

2

2
2

  , 
h

xy

ba

yx
=

−

−


22

 

أسهررد تًقررق شرر ل تعدلاررا لمعتررتم عين وسرر  لمععدلمرر  لمعشررت ك  ملعيصررفين ويهحرر  
يترردوى كررف لن وسررذل لاتو ررع لن لايصررف  لمررزلويتين   2y لاعدلاررم  2x لن لاعدلاررم 

 لمالخل  ولمطدرج  يتعدلاالن عل  بعرهعد . 
أوجررررررا لاعدلمرررررر  كررررررم لاررررررن لمعتررررررتم عين لملررررررذين تعللهعررررررد لمععدلمرررررر                (1مثةةةةةةال  

= 0 25 y –+ 4 xy  23 x يهعد . وأوجا ظم لمزلوي  ةي 
   الحل 

 3 x2 + 4 xy – 5 y2 = 0  

mووضع  2x بدمقتع  عل  
x

y
 m  – 25 m 4– 0 = 3ييتج أن   =

m= )192(
5

1

10

60164
=

+
m1 )192(

5

1
2),192(

5

1
−=+ m  

    ولاعدلمر  لمعترتم م لملردس  سر x  1y = mوتكرون لاعدلمر  لمعترتم م للول سر   
x  2y = m   ويعي  ظم لمزلوي  لمعًصورة ةين لمعتتم عين لان لمقدسون 

ton  = 
21

21

1 mm

mm

+

−
      =  19

)194(
25

1
1

19
5

2

=

−+

  

        بدًتععدل لمقدسون   ويعكن إيجدل 
ba

abh

+

−


22
=  ton  

                          = 19
53

1542
=

−

+
    
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أوجا لاعدلم  لمعتتم عين لملرذين يعر لن ةيقير  للكرم ويتعدلارالن علر    (2مثال  
  2h xy + by2 ax +2 0 =لمعتتم عين لملذين تعللهعد لمععدلم  

   الحل 
 (ky, kx-)سقي  لاد عل  أحا لمعتتم عين لمعيلوبين  نن لميقي   (x,y) إلل كدست 

لمععلرولاين ولمرأ لارن شر ل  تقرع علر  أحرا لمعترتم عين  (ky , - kx)أو لميقير  
علر  أحرا لمعترتم عين لمععلرولاين   جر    ( ky , kx-)لمتعدلاا  نلل و عت لميقير  

 2h xy + by 2a x +2  0 =أن تًقق لمععدلم                                
a ( -ky )2 + 2h (-ky) + b ( kx)2 = 0  
 

a k2 y2 – 2h k2 xy + b k2 x2 = 0  

 22h xy + a y – 2b x 0 =وت تي  لمًاول ييتج أن     2k وبدمقتع  عل  

 وس  لمععدلم  لمعشت ك  ملعتتم عين لمعيلوبين . 
حتر  يكرون لايرم أحرا لمعترتم عين لملرذين   a , h , bأوجا لمعه   ةين  (3مثال  

 ث  ألالدل لايم لنخ .ثه 2h xy + by 2a x +2 0 =تعللهعد لمععدلم  

   الحل 
 ووضع  2bx بدمقتع  عل   

x
ym =   ييتج أن= o  

b

a
m + 

b

h2
+  2m 

 m 13m ,2جذرلسد   mوسذه لاعدلم  لان لمارج  لملدس      

 3 m1 + m2 = 
b

h2−
   or   4   m1  = 

b

h2−
      (1)  

m1 . 3m1 = 
b

a
   or    3m 2

1    =   
b

a
                     (2) 

   سجا أن                              (1) ,(2)لان 1m سًذف 
b

a

b

h
=

2

2

4
  

 3h2 = 4 ab 
 الخطان المستقيمان بوجه عام   -4
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 g x + 2 fy + c 2+ 2h xy + by 2ax 2 +إلل ألاكن تًليم لمعقالر          
 إم  عدلالين لان لمارج  للوم  بصورة 

L2 x + m2 y + n2   ,    L1 x + m1 y  + n1 

 2gx + 2 fy + c = 0   (1) 2by+ 2h xy +  2ax + نن لمععدلم             

 2y + n2x + m 2= 0 , L 1y + n1x + m 1L 0 =تعلم لمطيين لمعتتم عين 
يبً  لنن إن شدء ت تعدم  عن لمش ل لمهه  تو  ه حت  تعلم لمععدلم    ( 1وً

 `o خيين لاتتم عين بف ض أن لمعتتم عين غي  لاتولهيين ويتقد عدن  ر  سقير  

)o(xo , y سطتردرy`, o` x`o`   يعر لن ةيقير  لمتقرد عo`  ويولهيردن لمعًرورين
  y` o,  y  =  y  ox = x` + x  +للكليين وييتج أن 

 ( ييتج أن 1وبدمتعويض    لمععدلم   
a(x`+ xo)

2 + 2h (x` + xo)  (y` + yo) + b (y` + yo)
2 +                  

2g (x` + xo) + 2f (y` + yo) + c = o 
ax`2+2hx`y`+ by`2 + 2x`(axo + hyo + g) + 2y`(hxo + byo + f) 

+ (ax 2

o  + 2h xoyo + by 2

o + 2g xo + 2fyo + c) = o          (2) 

خيرين   (2)( خيرين لاترتم عين   جر  أن تعلرم لمععدلمر  1 رنلل لاللرت لمععدلمر   
  `x` , yةيقي  للكم لمجاياة أى يج  أن تكرون لاتجدستر   ر   لاتتم عين يع لن

  وييتج أن
a xo   +   h yo   +  g  = o        (3) 

h xo   +  b yo  +  f  = o       (4) 

a x 2

o + 2h xo yo + b2 y 2

o + 2 g xo + 2 f yo + c = o  (5) 

 c = o o+ fy og x +وييتج أن   o yلار وب     ) (4ومتبت ط لمععدلم  
وتكرون سرذه لمععدلمر  لاتول قر    o,  x  oy  ثهث لاعردللات  ر     (3) , (4) , (6)

 خيين لاتتم عين ( إلل كدن   (1)ولان ثم لمععدلم    (2)  وبذمأ تعلم لمععدلم  
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o

cfg

fbh

gha

=
   

خيرين لاترتم عين وبفرأ لمعًرال   (1)لم  وسو لمش ل لمهه  تو  ه حت  تعلم لمععد
    2ch – 2bg – 2a f –2 b c + 2 f gh 0 =ييتج أن           

 `2h x`y` + by` 2a x +2    0 =إم    (2)وتؤول لمععدلم  

وتعيرر  لمزلويرر  ةررين سررذين لمعتررتم عين وسررو سفررا لمزلويرر  ةررين لمعتررتم عين لملررذين 

 لان لمعه    (1)تعللهعد 
ba

bah

+

− 22
=   tan   

 ab = o  – 2hوإلل كردن   a + b = 0ويكرون لمعترتم عدن لاتعدلارالن إلل كردن 
بدًررررتععدل لمصرررر   (7)يكررررون لمعتررررتم عين لاييبقررررين أو لاتررررولهيين وبفررررأ لمعًررررال 

  02h –hg) + c (ab  –f (a f  –bg)  –g (hf = (لملدم  ييتج أن :    

 وييتج أن   o  2h –ab = نلل كدن لمعتتم عدن لاتولهين  نن 
2 f gh – a f2 – bg2 = 0 

 ييتج أن ab  2h =( ووضع   oa  بف ض أن   aوبدمر ك     
a2 f2 – 2a fgh + h2 g2 = 0 , ( a f – h g )2 = 0   or   a f – hg = 0 

 خيين لاتتم عين لاتولهين  نن :  (1)مذمأ إلل لاللت لمععدلم  
h2 – ab = af – gh = 0 

 ويعكن إيجدل لمبعا لمععولى ةين لالم سذين لمعتتم عين لمعتولهين كعد ي ت  : 
 وسًصم عل    a     (1)سر ك لمععدلم  

 a2 x2 + 2ah xy + aby2 + 2a gx + 2 a f y + ac = 0  

  2agx + 2gx + 2gx + 2g hy + ac = 0   2y2+ 2ahxy + h 2x 2a +أى 



 
 

25 

 ax + by + c 1y + c(ax + h) (2 0 = (وبدمتًليم ييتج أن  
   ac   2c 1= 2g        ,    c 2+ c 1c  = حي  

سقير  خرردرل لمعييقر  ةرين لمعترتم عين لمعترولهيين  رنن  رروم    (X,Y) رنلل كدسرت 
 عل  سذين لمعتتم عين سعد  (X,Y)لمععولين لمتد يين لان 

22

1

ha

chYaX

+

++
       ,      

22

2

ha

chYax

+

++
 

ويكرررون لمبعرررا لمععرررولى ةرررين سرررذين لمعترررتم عين يتررردوى لمفررر   ةرررين  ررروم  سرررذين 
 لمععولين أى 

aba

acg

ha

acg

ha

cccc

ha

cc

+

−
=

+

−
=

+

−+
=

+

−

2

2

22

2

22

21

2

21

22

21 22)(
 

 يكون لمعتتم عدن لاييبقين   g2 – ac = 0 نلل كدست 
 حت  تعلم لمععدلم    c , aأوجا كم لان   (4مثال  

a x2 + 3 xy – 2y2 – x + 3y + c = 0  

 .  خيين لاتتم عين لاتعدلااين
   الحل 

 x+2 إلل لاللررت لمععدلمرر  خيررين لاتررتم عين لاتعدلارراين يجرر  أن يكررون لاعدلاررم 

 a   =     2        2  = 0         -a    يتدوى كف .          2y لاعدلام

 x + 3y + c = 0 – 22 y –+ 3 x y  22 xوتؤول لمععدلم  إم               

 دلم  خيين لاتتم عين يج  أن يكون                   ومك  تعلم سذه لمعع

abc + 2fgh – af2 – bg2 – ch2 =0 2 (-2) . (c + 2) . 
2

3
. 

2

3
.)

2

1
(
−  

-2 2)
2

3
( - (-2) =−

−
0)

2

3
()

2

1
( 22 c  c  = -1  

 تمارين 
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     2y-xy -26 x  0 =لملذين تعللهعد لمععدلم  [ أوجا لمزلوي  ةين لمعتتم عين1]
 وأوجا أيردن لمععدلم  لمعشت ك  معيصف  لمزلويتين لمعًصورين ةييهعد. 

 x + 12 y + 9 = 0 – 212 x y + 4 y – 29 x 18[ أثبت أن لمععدلم  2]

 تعلم خيين لاتتقيين لاييبقين وأوجا لاعدلمتيهعد . 
 حت  تعلم لمععدلم    c[ أوجا ق ع  3]

8 x2 – 6 xy + y2 – 10 x + 4 y + c = 0  

خيرررين لاترررتم عين . أوجرررا لاعدلمررر  كرررم لاترررتم م . وسقيررر  تقد عهعرررد ولمععدلمررر  
 لمعشت ك  معيصف  لمزلويتين لمعًصورين ةين لمعتتم عين . 

 2x + 6y + 1 = 0 – 26xy + 9y – 2x[ أثبت أن لمععدلم        4]

 تعلم لاتتم عين لاييبقين وأن لمععدلم  
9 x2 + 24 xy + 16 y2 – 16 = 0  

 i) . تعلم لاتتم عين لاتولهيين وأوجا لمبعا لمععولى ةييهعد 
 
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 الباب الرابع
 الــدائـــرة 

الددئاة ه  ددم الالددد اللنئطددم لنك ددي  يلدد ب دلاددن نقدد ث دتددئ    دد   ك ددي    يددي 
  سام الا كز مس ويً  مكئاراً    يً  نسام  صف ق   الئاة ه .

 . aإيجاد معادلة الدائرة التى مركزها نقطة الأصل ونصف قطرها -1

 
 
 
 
 
 
 
 

أى  ك دي   fوك  د    a دم الا كدز وكد ث  صدف ق د  الدئاة ه  د    oإذا ك  د  
(x,y)   لددم الدددئاة ه وكدد ث fm  ا دنددً   لدددم ملدد ر السددان    ددد ث fm    ددد 

  لم الئاة ه .   f. ويق ث لجايع أوض ع النك ي   fالإحئا م الص دى للنك ي 
  

222 amfom =+   
  2a =  2y+    2x      (1)                                                           أى 

 و م مت دلي الئاة ه الا ل بي 
ونصــف قطرهــا  y 1(x ,1 (إيجاد معادلة الدائرة التى مركزها النقطة  

 a 

 

 

x 
 

y 
 

f (x,y) 
 

o         m 
 

y 

f (x,y) 
a 

m h 
(x1 , y1) 
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2    وبا  أث
2

2 fmfhmh =+                    

  يك ث مت دلي الئاة ه الا ل بي  م  
( x – x1 )

2 + ( y – y1 )
2 = a2                      (2)    

ًً مت دلدي الدئاة ه اليدم م كز د   دم النك دي   دم   7و صدف ق   د    ( 3 , 2-) ادلا
= 49  23 ) –+ (y  2(x +2)   4 +–  0 = 36ومنلx = 6y  2+ y 2x 

   ندد   لصددد  لددم الات دلددي   (0 , 0) ددم  ك ددي اأىددد أى   mوإذا ك  دد  
 a 2+ y 2x = 2لس دكي  م البنئ الس  ق و م            ا

ــال   أوجددئ مت دلددي الددئاة ه اليددم  كددع  ك ددي اأىددد  لددم ملي لدد  ويقدد ث  (1مث
 مل ر السان   ق  اً  ال . 

   الحل 
 دد   صددف ق دد  الددئاة ه   aحاددن  (a ,0) ددم  ددلح الل لددي نقدد ث الا كددز  دد  

 02ax =  – 2+ y 2,  x  2= a 2) 0 –( y +  2a)-(x . (2) و صبح الات دلي
 . aأوجئ مت دلي الئاة ه اليم  اس مل ر السان   و صف ق       (2مثال  

   الحل 
 و ك ث مت دلي الئاة ه الا ل بي  م  a )  1(x , م  لح الل لي نق ث الا كز   

(x – x1)
2 + (y – a )2  = a2 

2 =0                              د لفك   

12 ay + x –x  12 x – 2+ y 2x 
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ــال   و اسددددم ملدددد رى   aأوجددددئ مت دلددددي الددددئاة ه اليددددم  صددددف ق   دددد   (3مثــ
 الإحئا ي   . 

   الحل 
 a2a)-+(y2a)-(x=2 و ك ث الات دلي   aو صف الك      (a , a)الا كز   

 a y + a –2 a x  – 2+ y 2x 22  0 =أى  
 الادد داةد ه  0x + 2 ky + c = L2+  2+ y 2xأ بد  أث الات دلدي   (4مثال  

ckLو صف ق         )-k) -, Lم كز      النك ي  −+ 22 . 
   الحل 

 2Lx + 2ky + c =  2+ y 2x +0          (3)ناق  كي دي الات دلي         

 c – 2+ k 2L) =  2+ 2ky + k 2) + ( y 2Lx + L+ 2 2(x    لم الص ره

  + c -   2+ k  2L=     2+ ( y + k )   2) L( x                                أى

 ( د لبنئ الس  ق  سينيج أث الات دلي 2وباك ر ي  لح الات دلي د لات دلي )
x2 + y2 + 2Lx + 2ky + c = 0 

ckLو صدف ق   د   د   )-k -, L( الاد داة ه م كز    د  النك دي  −+ 22 
 حقيقيي أو  خاليي حسب ك ث  و ك ث  لح الئاة ه

L2 + k2 - c > 0   or   L2 + k2- c < 0  

 فإن الدائرة تصبح نقطة وتسمى بدائرة النقطة.   c–2k+2L=0أما إذا كانت الكمية  
 جددئ أث طدد ث  الااددد الات دلددي الت مددي ذا  الئرجددي اللا  يددي  ددم   (1)مدد  الات دلددي
 yx = 0   مددوأنضدً  مت  2y مت مدد x =2لدئاة ه  د  مت مدد   y , xالاجلد لا  

أ ددي زلزمند   ددًط طد وث  نئطدديي ليتادا  الكايدد     (3)وواضدح أث مد  الات دلددي 
L,K,c    ملادددد  دددًط  كدددأ متل مدددي أو الا كدددز و صدددف الك ددد  كاددد  زيضدددح مددد

 اأملالي الآ يي. 



 
 

30 

  (20,3),(8 , 19),(9- ,2)أوجئ مت دلي الئاة ه الا ره د للاًط  كأ   (6مثال  

   الحل 
 أث مت دلي الئاة ه  م  ف ض 

x2 + y2 + 2Lx + 2 ky + c = 0     (1) 

النكأ اللاًط كد  لم حدئح  لصدد  لدم الدلاًط متد دت  الآ يدي     وبيت يض  
      c , K, L                40 L + 6 k + c = -408       (2)ليتاا  الكاي   

38 L + 16 k + c = 425     (3)    , 4 L- 18 k + c = - 85       (4) 

 زنيج أث   (3)    ,  (4)وب  ح الات دليا  
34 L +  34 k   =   - 340      ,       L+ k = -10        (5) 

  جئ أث    2 , 3وب  ح الات دليا  
2 L – 10 k = 16   ,   L – 5 k  = 8   (6) 

  L = -7, k  = -3   جئ أث   k , Lكات دليا   م الاجل لا      (5) ,  (6)د  لوب

ًً زنديج أث   (2) دم   k , Lوب ليت يض  د  ييايدم  وبد ليت يض   c = -111مدلا
  ك ث مت دلي الئاة ه الا ل بي  م    L , k , c   ييم  م 

x2 + y2 – 14 x – 6y – 111 = 0       (7) 

1311137و صف ق         ( 3 , 7)و م داة ه م كز    22 =++ 
  (4 , 0)ليدم  ادس ملد ر الصد دا   ندئ النك دي ه اأوجئ مت دلي الئاة (7مثال  

 .  6و ك ع م  مل ر  السان   ط تَ نس وى 
   الحل 

 x + 2 ky + c = 0 L+ 2  2+ y 2x    (1) ف ض أث مت دلي الئاة ه  م 

نقد ث للد  جدلراث   y لصد  لم مت دلي م  الئرجي اللا  يي  م   x = 0وب ضع 
  طع الئاة ه مع مل ر الص دا  أى  ا  الإحئا ي   الص دني لنك يم  ك

y2 + 2ky + c = 0                         (2) 
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أث الدئاة ه  ادس ملد ر   y)– ( 24 الات دلدي نجدب أث  كد ث  لدم الصد رهو دلح 
 8y  - 2y 16 +   =0 (3)   إذث  دا  أى  ك تي  م  ك يا  من بكيا الص 

        C = 16   ,   K = -4 سينيج أث :  (2) , (3)داك ر ي الات دليا  

  جئ أث الات دلي الا ل بي  م   (1) م   k , cوب ليت يض    
x2 + y2 + 2 Lx – 8y + 16  = 0  (4)  

 م الات دلي الس دكي  لصد  لم مت دلي م  الئرجدي اللا  يدي  دم   y = 0وب ضع 
x مددع ملدد ر  (4)    السددانيي لنك يددم  كدد طع الددئاة هنقدد ث جددلراث  ادد  الإحددئا ي

 x + 16 = 0                  (5)L+ 2 2 x      لسان   أىا

  جئ أث الجلري   ا    xوللد  لح الات دلي كات دلي م  الئرجي اللا  يي  م 
x1 = - L + 162 −L  ,  x2 = -L- 162 −L  

 2x -  1x    6   =   ولك
 2 162 −L    =   6                 L =    5  

 أى أ ي ز جئ داة   ث  لكك ث الش وث الس دكي و ا  
   x2 + y2  10 x – 8 y  + 16 = 0  

                               معادلــة الــدائرة المر ــومة مســى الم ــتقيي الواصــل بــي  النقطتــي  -3
)1y , 1(x,)2y, 2(x كقطر. 

 
 
 
 
 
 
 

o 
X 

y 
f 

a b 
m 
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 اد  النك يدا             a , b د  الك د  حادن   a bم كدز الدئاة ه وأث   mفد ض أث  
) 1, y 1) , (x2, y 2x وأث )f   م النك ي ) (x , y  . ك ي م   لم الئاة ه  

 ق ةاي .  >  (a f b) لم الئاة ه  ك ث الزاويي  fلجايع أوض ع 
   الاسيقيا ثbf ,a f  1– ا  نس وى أى أث ح ىد ض ب ماً.ميت مئاث  

 )()(
2

2

1

1

xx

yy

xx

yy

−

−

−

−
 = -1  

 و ك ث مت دلي الئاة ه الا ل بي  م 
(x – x1) ( x – x2 ) + ( y – y1 ) ( y – y2 ) = o                   (1) 

(و م داة ه م كز   
2

,
2

( 2121 xxyy   a bأى منيصف  ++

 , (0,0)  للاًط  كدأ الآ يديمت دلي الئاة ه اليم  اد  دد  أوتً ::  أوجددئ  (8مثال  

(2, -4) , (6,8)  . 
 , ( 1- ,6)مت دلي الئاة ه الا ط مي  لم الاسيقيم ال اىد  دا  النك يدا      يً  :

 كك    م أ ب  أث الئاة  ا  ميا طي ث م  الئاخد .    (1,4)
   الحل 

 x + 2ky + c = 0 L+ 2  2+ y 2x       ف ض أث مت دلي الئاة ه  م أوتً :

 و صبح الئاة ه   c = o    ان أث الئاة ه  ا   نكأ اأىدح
x2 + y2 + 2 Lx + 2ky = 0  

  لم الي  اب  جئ أث  (4-,2) , (6,8)وب ليت يض د لنك يا  
20 + 4L + 16 = 0          5 + L –2k  = 0      (3) 

100 + 12L + 16 k = 0      25 + 3 L+ 4 k = 0  (4)  

 L = -7   k  = -1 جئ أث      (3)  ,  (4)دلد الات دليا  

021422)5(:و ك ث الئاة ه الا ل بي  م =−−+ yxyx  
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 . 50و صف ق        ( 1 , 7 )و م داة ه م كز   النك ي 
   (1,4),(1 - ,6)    ا  مت دلدي الدئاة ه الا طد مي  لدم الاسديقيم ال اىدد  د :   يد ً 

)            -كك    م : ) ( ) ( ) ( ) 01461 =+−+−− yyxx  
             -ومنل  :

)7(023722 =+−−+ yxyx 

 و صف ق     .   ( 3/2  , 7/3 ) و م داة ه م كز   النك ي 

)8(50
2

1
2)

2

3
()

2

7
( 22 =−+  

  جئ أث الاس  ي  ا  الا كزي   م  (6) , (8) م  

)9(50
2

1
)

2

3
1()

2

7
7( 22 =−+−  

  جئ أث الف ق  ا   صفم ق   الئاة  ا       (6) . (8) وم  
)10(50

2

1
50

2

1
50 =−  

 أث الئاة  ا  ميا طيا  م  الئاخد سينيج   (9) , ( 10 ) م  
 

 تماري  

 .  4 و صف ق        ( 1 , 2- ) أوجئ مت دلي الئاة ه اليم م كز   [ 1]
 .  5 و صف ق       ( 1- ,3 ) أوجئ مت دلي الئاة ه م كز   [ 2]
 . ( 1 ,0 ). ( 1- ,0 ) , ( 0 ,1 ) أوجئ مت دلي الئاة ه اليم  ا  د لنكأ [ 3]
 )         أوجئ مت دلي الئاة ه الا ط مي  لم الاسيقيم ال اىد  ا  النك يا [ 4]

1,4 ) ( 0, 2 ). 
 -أوجئ م كز و صف ق   الئواة  الآ يي :[ 5]

(i) x2 + y2 – 2x + 6y = 19  
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(ii) 2x2 + 2y2 – 4x – 8y = 90  

(iii) 3x2 + 3y2 – 6 x + 12y – 20 = 0 

 
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 خامسالباب ال
 القــــطـــع المكــــافئ

قطععا الافععهو  لععل الانععى القطة ععح لطقطعع  كونعع    ن عع   فععل  لا تعريــ:  
 عةله عن نقط  ثهبو  مسهوي  لبععةله ععن مسعو ثا ثهبعت ع كقعا عذثعا لعطة الطقطع  

 . ط  الثهبو  كساح البؤرةوالطق ولطا الاسو ثا الثهبت  ساح الةل ى لذقطا الافهو 

والقطععا الافععهو  مواهثععى مععلي الاسععو ثا الاععهر  ععهلبؤرة والعاععل   وععح ن عع  الل ععت 
عذعح العةل ى .  عل الواهثعى لعطا  سععاح منعلر القطعا . منعلر القطعا  قهبعى القطععا 

 وح نقط  كساح رأس القطا . 
  الأاععى وكأ ععط معه لعع  القطععا أ سععل اععلرله  را انطبقععت رأس القطععا عذععح نقطعع

وأنطبععم منععلرة عذععح أمععة منععهور اامععةاثثهح والضععفى رلععع  الأوعععه  الأر ععع  
 .   p > 0البسثط  لقطا ، م   

 
 
 
 

 
 
 

 

 

x =-p 
 

 لقطا م ولح جق  الثسهرا
      y2 = -4px 

 

 الثا نلقطا م ولح جق  ا
      y2 = 4px 
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 (1شكل )
 Mا ضععهح فثععذ أ ععطح معه لعع  القطععا الحععلرة الالعععن   ععأع ة ن عع   أ  

(x,y) .  أ  نقطا كقا عذح القطا . ومن كع يذ القطا الافهو  وإ 
MDMF =   (1) 

 من  هنل  الاسهو  ب ن نقطو ن روض  أ  
222 )(,)( pxMDypxMF +=+−=  

  2 + y 2p) –(x  (x + p)  =2     رطوج  (1) هلو  ثا والوعليض وح 

   4px   2y  =             ومطقه

وع عوطوه   عه ح . أ ا نقطع  الأاعى م وعلح جقع  الثاع نولطة معه ل   طا مفهو  ر 
 . نوبا ن   الخطلاح السه ق   (1) عح وح الضفى الاعه

 8x     -=  2yأوجة البؤرة والةل ى لذقطا    (1مثال )
   الحل 

  4px    2y =معه ل  القطا عذح الحلرة  
  p = -2ومطقه   p - -8 4م   

 .طا مواهثى  هلطسب  لانلر الس طهح رو  ل  زوجث   ر  الق  yوم   أ  
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 ل ععى القطععا لععل الخععل   (0 , 2-)نععلر السعع طهح عطععة و ععؤرة القطععا كقععا عذععح م
 .   x = 2ال أ ح الط  معه لوا 

 

 

 

 

 
 

أوجعععة معه لععع  القطعععا الافعععهو  العععط  كقعععا رأ عععا عذعععح نقطععع  الأاعععى   (2مثـــال )
  .   (5,2)ويا   هلطقط    yومواهثى  هلطسب  لانلر 

   الحل 
اععى .  ر  الأورأ ععا عطععة نقطعع    y م عع  أ  القطععا مواهثععى  هلطسععب  لانععلر 

 py 2x 4 =معه لوا كأ ط الحلرة 
 وقطة الطقط  كنقم معه لوا ، أ  أ    (2 , 5)وم   أنا  ا   هلطقط  

52 = 4 p (2)       4 p =  
2

25
 

 y    لقطا لح ر  معه ل  ا
2

25
=  2x 

.  را yومنععلرة مععلاز  لانععلر  (h , k)  الععط  رأ عا والآ  نعوبع  القطععا الافععهو
. ولطة الطقط  كحعب   (h , k)  نقذطه نقطا الأاى  لح رأس القطا أ   لح الطقط 

القطعا  . معه لع . و طعهاا  عذعح رلع   `x ` yلعح نقطع  الأاعى لذانعهور الةةرعةة 
 `py` 2x 4  =لح  x` , y` هلطسب  لذانهور
   x` = x – h    &   y` = y` -  k و هلوعليض عن

 ولح   x y ننحى عذح معه ل  القطا الاطهظ ة وح الانهور 
( x – h )2   =  4 p ( y – k )  
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 .  yومنلرة رلاز  منلر  (h, k)ولح معه ل   طا مفهو  رأ ا الطقط  
  h )                 –=   4 p ( x    2k ) –(yو هلاثى ككل     

 .  xومنلرة رلاز  منلر   ( h , k)ط  لح معه ل   طا مفهو  رأ ا الطق
وي مع  أ  القطععا م وعلح وععح اعكةعهة الالجععل لانعلر السعع طهح   جقع  الثاعع ن  . 

 . ح   جق  الثسهر   كبعه  اشهرة أو اعكةهة السهلل لانلر الس طه
  2 3 ) –( y     ( x + 4 ) 8  =ار ا القطا       (3مثال )

 وع ن البؤرة والةل ى . 
   الحل 

  h–( x  4p=   2) k –( y (         ن الاعه ل         م
  (4, 3–) = ( h , k )نةة أ  لطة الاعه ل  كاثى  طعا مفعهو  رأ عا عطعة الطقطع  

  P = 2   ومطقه   P = 8 4 وم   أ  .  xومنلر الواهثى رلاز  منلر 

  شععهرة أ ملجبعع   ر  القطععا م وععلح جقعع  اعكةععهة الالجععل لانععلر السعع طهح ومل ععا
 .   ( 3 , 2–)عطة ال أس جق  الثا ن وإمةاثثه  لح   P = 2البؤرة كبعة  اقةار  

.  yجقعع  الثسععهر ويععلاز  منععلر  P = 2أمععه الععةل ى و بعععة عععن العع أس  اقععةار 
 .  x = –6 ومعه لوا  ر  لح 
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وعع ن  معةاثثهح رأس  x + 8  – 2= 6xy 12ار عا القطعا الافعهو   (4مثــال )
 بؤرة وفطل  معه لوح الانلر والةل ى . القطا وال

   الحل 
 من الةرج  الأولح .   yالو  ثعث  ،   xواع  من الاعه ل  ظقلر  ل  

  y )– ( 2. ع ة فوه   الاعه ل  وح الحلرة لف ن
6

1
=  21 ) –( x  

 .  ( 1,2)ورأ ا لح الطقط   yنقه معه ل   طا مفهو  رلاز  منلرواع  أ
 وم ع  أ   

6

1
4 P =    ومطقعه

24

1
P =   والبعؤرة كقعا أعذعح الع أس ولعح ملجبع .

 اقةار 
24

1
P =     اقةار أ أ ضه  أ  ى ال أس  والةل ى  . 

( ر   مةاثح البؤرة لح 
24

49
ومعه ل  الةل ى لح    , 1 )

24

47
=  y . 

 الافهو عذي الطهلل ر ا القطا 
 
 

 تمارين 
 وح الواهرين الوهلث  ار ا القطا مب طه  البؤرة والةل ى ورأس القطا : [ 1]

a) y2  = -10 x 

b) (x - 
2

1
)2 = 2 ( y –1 )  

c) x2 – 4x + 2y = 1  

d) y2 – 6y – 2x + 1 = 0  
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 y  منلر   منلر القطاالافهو  الط  رلاز  منلرة  لقطا أوجة معه ل  ا[ 2]

 .   ( 4,5)ويا   هلطقط    (2,3)ورأ ا الطقط   
أوجة   مةاثثهح رأس و ؤرة ومعه ل  فى معن الانعلر والعةل ى و علي العلك  [  3]

 . ر ااثا ا 2y  ( x + y ) 4 =البؤر  العال   لذقطا 
وياعع   ععهلطقل   y  منععلر أوجععة معه لعع  القطععا الافععهو  الععط  منععلرة رععلاز [ 4]

(3,2) , (2,0) , (0,3)   . 

 
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 الباب السادس 

 القطع الناقص 
القطع الناقص هو المحل  الننسىلل لنقطلت ركحلى  للل المبلكو   ح ل  تعريف :  

 يكون مجموع  عسينا عن نقطك ن ثابكك ن يباو  مقسار ثابت . 
النقطك ن الثابك ن هملا الؤلترر ن. وربلمل النقطلت الكلل للل منكطلا الصل  الوا ل  

ه إذا انطبقلت الؤلترر ن نحطل  عدلل ةا لى  ب ن الؤترر ن  مىكز القطع . ونلاحظ أن
. والص  المبكقيم المار  الؤترر ن ويقاب  القطع يبمل  لالمحور اكبؤلى والعملوة  

 عديه ويقاب  القطع لل نقطك ن ماراً  المىكز يبمل المحور اك غى.
  2bو لللوو المحلللور اك لللغى   2aنفلللىن أن  لللوو المحلللور اكبؤلللى يبلللاو  

 ، أنظى الشك  .    c 2والمبالت الؤترر ن هل 
 
 

 

 

 

 
نطا المحور اك غى ، ولإيجلاة   bهل نطا المحور اكبؤى ،   aمعنل ذلك 

الكلل رقلع عنلس ننايلت المحلور اكبؤلى   pنفكلىن النقطلت   a , b , cالعلاقلت بل ن 
يقعلان   P , Qرقع عنس ننايت المحور اك غى . وح ل  أنله كللًا ملن   Qوالنقطت 

المبالات من ك  مننما إلل الؤترر ن مكبلاو  معؤلى علن عدل القطع لإن مجموع  
c )   + ( a + c )      –=  ( a   22هذه الحقيقت  المعاةلت  cb +2  

22وبالاخكطار نحط  عدل           cb +a =  
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ومللللن هللللذه العلاقللللت يكةلللل  أن المبللللالت مللللن الؤلللتر  إللللل ننايلللت المحلللور اك لللغى  
أ  نقطللللللت رقللللللع عدللللللل القطللللللع إلللللللل  ، وأيةللاً  مجمللوع المبللالات مللن   aو  ربللا

 . 2aالؤترر ن رباو  
معاةلللت القطللع النلللاقص رطخللذ أ بلل   لللورها إذا انطؤلل  مىكللز القطلللع عدللل نقطلللت 
اك للللل  وبتررلللللاه عدلللللل محلللللور البللللل نات أو محلللللور الطلللللاةات وهارلللللان الحالكلللللان 

 موضحكان  الىىم 
 
 
 
 
 
 
 

لمعلاةلات للل الشلك  البلاب  نفكلىن أ  نقطلت رقلع ولإيةاح كيف حطدنا عدل ا
إللل الؤلترر ن   pوح ل  أن مجملوع المبلالات ملن    p (x,y)عدلل القطلع وللك ن 

aycxycxإذن        2aيباو   2)()( 2222 =+−+++ 
  الكىبيع والاخكطار

(x +c)2 + y2 = 4a2 – 4a  22)( ycx +−  + ( x – c)2 + y2  

)(22    أ  أن ycx +−x
a

c
 -= a   

 
)( 22

2

2

2

ca

y

a

x

−
+  = 1  

 1 =نجس أن      2c – 2= a 2b  ومن العلاقت 
2

2

2

2

b

y

a

x
+  

 

   
 

 

1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x  
 

1
2

2

2

2

=+
a

y

b

x  
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ومىكزه ينطؤل  عدل    xعدل محور   وهل رمثل  قطلع نلاقص محلوره ال ؤلى ينطؤل  
 نقطت اك   . 

يمكللن اىللكنكاا معاةلللت القطللع النللاقص الللذه ينطؤلل  محللوره اكبؤللى عدللل وبالمثلل  
محور الطاةات ومحوره اك غى عدل محلور البل نات ومىكلزه هلو نقطلت اك ل  

1وهل 
2

2

2

2

=+
a

y

b

x 

 موضحاً موقع بترراه .  y2 2x +2  4 =ارىم القطع   (1مثال )
   الحل 

1نحط  عدل   4 قبمت المعاةلت عدل 
42

22

=+
yx  وهذه معاةلت قطع ناقص له 

b2 = 2   ( b = 2 )     ,     a2 = 4    ( a = 2 )  

   y، لإن المحور اكبؤى منطؤ  عدل محور   y2هو  معام    a–2 وح   أنه 
 وح   أن 

C2 = a2 – b2   ,   C2 = 4 – 2 = 2          C = 2  

  , 0 )2 , 0 )     ,     (- 2(وبذلك يكون إحساثيات الؤترران هما 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

وننايكلا   (  2  , 0)أوجلس معاةللت القطلع النلاقص اللذ  لله الؤتررلان  (2مثااال )
  . ( o ,  4 )محوره اكبؤىهما           
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  الحل 
واضللللللل  ملللللللن إحلللللللساثيات الؤتررلللللللان وننايكلللللللا المحللللور اكبؤلللللى أن معاةللللللت القطلللللع 

1عدل الطور 
2

2

2

2

=+
a

y

b

x  ومن المعطيلات للل رأا المبلطلت نجلس أنa = 4 , c 

= 2 
 c – 2= a 2b 2 16 =– 12 = 4وح   أن 

1إذن معاةلت القطع هل   
1612

22

=+
yx 

ص الذى ياااىى محااراا المحااار ايةاوية امرناىا نقطاة   ارى معادلة القطع الناق
 غير نقطة ايةل . 

  xy النبلبت لدمحلاور   ( h , k )إذا كانلت إحلساثيات مىكلز القطلع هلل النقطلت 
وبلذلك نحطل   ( h , k )لإننا ننق  نقطت اك   إلل هذه النقطت أ  إللل النقطلت 

نبلللبت إللللل المحلللاور الجسيلللس  وبلللذلك ر لللون معاةللللت القطلللع  ال `x`yعدلللل المحلللاور
x`y`    1هل

2

2

2

2

=+
b

x

a

y
1

``
2

2

2

2

=+
a

y

b

x
or       

ربعللاً لوضللع المحللور اكبؤللى مللوال  لمحللور البلل نات أو الطللاةات و بقللاً لدعلاقللت 
  x ` = x – h            ,         y` = y – kب ن الإحساثيات لإن 

1هل   x yرإذن معاةلت القطع  النببت لدمحاو 
)()(

2

2

2

2

=
−

+
−

b

ky

a

hx
 

ومىكلزه النقطلت    xوهذه هل معاةلت القطع الناقص محوره موال  لمحور 
( h , k )  . 

1وبالمث   
)()(

2

2

2

2

=
−

+
−

a

ky

b

hx 

 .  (h,k)ومىكزه هو النقطت  yهذه معاةلت قطع ناقص محوره موالياً لمحور
 54y + 1 = 0  –64 x  – 2+ 9 y 216 xارىم القطع        (3مثال )

 وأوجس إحساثيات بترراه . 
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  الحل 
264x) + (6y – 2x –  = (54y- 16)ىنع س ككا ت المعاةلت كما يدل         

1  

16 ( x2 – 4x + 4 ) + 9 ( y2 – 6y + 9 ) = -1 + 64+ 81  

16 ( x – 2 )2 + 9 ( y – 3 )2 = 144   
1

16

)3(

9

)2(
22

=
−

+
− yx

 

ومحلوره اكبؤلى مواليلاً لمحلور   ( 3 , 2 )كلز النقطلت وهلذه معاةللت قطلع نلاقص مى 
y      16 =2                                           9 =ح       ,     b 2a 

c =   791622 =−=− ba  

مللن المىكللز وح لل  أن المحللور رأىللل إذن   7  إذن الؤتررللان رقعللان عدللل  عللس 
  + 3 , 2 )7  (    ,    3 , 2 )- 7 (ترران هما    إحساثيات الؤ

الاخكلاف المىكز  لدقطع الناقص هو 
a

c
e =   وح   أنc < a   لإن 

o < e = 
a

c
< 1 

 حاوره مع منحنى القطع.  للقطع الناقص أربعة رؤوس هى نقط تقابل م موحاظة :
و   ( 3- , 2 )أوجلس معاةللت القطلع النلاقص اللذ  مىكلزه عنلس النقطلت  (4مثااال )

 .   ( 8 , 2 )وإحس  رؤوىه عنس النقطت    ( 3 , 2 )أحس بترريه هل 
 الحل 

 . إذن المعاةلت ر ون عدل الطور    y واض  أن المحور اكبؤى يوال  محور 
1

)()(
2

2

2

2

=
−

+
−

a

ky

b

hx
 

                                    a = 8 – ( -3 ) = 11 , c = 3 – ( -3 ) = 6 ح   

 h = 2    , k = 3  

 b2 = a2 – c2 = 121 – 36 = 85  
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 1
121

)3(

85

)2( 22

=
+

+
− yx

إذن المعاةلللللللللللللللللللللللللللت المطدوبللللللللللللللللللللللللللت هللللللللللللللللللللللللللل               
  ( 14- , 2)والىأا اكخى    (9- , 2 )ور ون الؤتر  الثانيت هل 

 أوجس إحساثيات الىأىان اكخىيان ؟ 
 تمارين 

لللل الكمللارين الكاليللت ارىللم القطللع موضللحاً مواضللع الؤتررللان وكللذلك إحللساثيات [ 1]
 ننايكا ك  من المحور اكبؤى واك غى : 

a) x2 + 3y2 = 2  

b) 16 x2 + 4y2 = 1 

c) 9 ( x-1)2 + 16 ( y – 3 )2 = 144 

d)  5x2 + 9y2 – 20x + 54y = -56 

ين الكاليت أوجس معاةلت القطع الناقص الكلل رحقل  الشلىول المعطلاه لل الكمار [  2]
 : 
 o ,  2 )وننايكلا محلوره اك لغى   ( 3 ,0 )ننايكا محوره اكبؤى  -أ

) . 
 .   (  5 ,0)وإحساثيات بترراه   26 وو محوره اكبؤى  -ب        

   = (  ,  2b  ( 1.0الؤترران    –ا 
 .   ( 2,3)ويمى  النقطت   ( 6.0)ايت المحور اكبؤى  نن -ة 

الإحلللساثيات ويملللى  مىكلللزه نقطلللت اك للل  ورنطؤللل  محلللاوره عدلللل محلللاور  –هلللل 
 ( 6 ,1 ) , ( 3,2 ) النقطك ن 

 
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 الباب السابع
 القطع الزائد

القطع الزائد هو المحل الهندسى لنقطة تتحرك بحيث يكوو  الرورب نوي    تعريف :
 بعديها ع  نقطتي  ثانتتي  يساوى مقدار ثانت . 

 
 
 
 
 
 

 النقطتووي  البووانتي  . همووا ال ورتووا  والقوو  المسووتينه الوا وول نينهمووا هووو محووور
. تصو  المحوور القواطع هوو مرلوز القطوعالقطع ويسمى بالمحور القاطع . ومن

والعمووىى عينوو ومواراا بوالمرلز يسوومى بوالمحور المراحور والمحوور القواطع يقانوول 
القطع حى نقطتي  تسمى لل منهما نرأس القطع وليقطع الزائد حرعا  متماثلا  

 نر بالنسبة ليمحاور ) محاور القطع ( . انظر الشكل السا
 b ونعرف المقدار   2cكما هو معتاى سنررض أ  المساحة ني  نورتى القطع 

22 ac −=   
أحد رؤوس القطع ، إذ  ) لما هو واضح مو  الشوكل   V ( a , o )إذا لانت 

  V( المسوواحة نووي  الوورأس وال ووورة البعيوودة مطروحوواا منهووا المسوواحة نووي  الوورأس 
 2a =  ( c – a )  -  ( a + c )      وال ورة القريبة هى

وبالمبل يكو  لجمنع النق  التى تقوع عيوى القطوع ت وو  المسواحة مو  أى نقطوة 
إلووى ال ووورة البعيوودة مطروحوواا منهووا المسوواحة موو  هووبؤ النقطووة إلووى ال ووورة القريبووة 
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 ت ومعاىلووة القطووع تأبووب أبسوو   ووورها إذا أنطبقوو.   a 2مقوودار ثانووت يسوواوى 
اور  الإحوووداثنام ومرلوووزؤ عيوووى نقطوووة ا  ووول . وهنوووا محووواور القطوووع عيوووى محووو

والمحوور المراحور   xينوت  حالتوا  إموا أ  ينط ور المحوور القواطع عيوى محوور 
 أو العكس ) إنظر الشكل الآتى ( .  yعيى محور 

 
 
 
 
  
 

 
 

1لاستنتاج المعاىلة  
2

2

2

2

=−
b

y

a

x  ليقطوع الزائود الوبى محوورؤ القواطع ينط ور

 .  xور عيى مح
إلوى ال وورة   Pقطوع إذ  المسواحة مو  لأى نقطوة عيوى ا  p ( x, y )نرورض أ  

  2aتسواوى  1f إلوى ال وورة القريبوة   Pمطروحواا منهوا المسواحة مو   2f البعيودة 
 أى أ 

aycxycx 2)()( 2222 =+−−++   
 نتربنع الطرحي  :

222222222 4)()(2)()( aycxycxycxycx =+−++−+−+++  

1   وبالابتصار نحصل عيى :
22

2

2

2

=
−

+
ac

y

a

x 

 
 

 
 

1
2

2

2

2

=−
b

y

a

x  1
2

2

2

2

=−
b

x

a

y  
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  b2 = a2 – c2             1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
 

حون  المعاىلوة لهوا   yلوا  محوورؤ القواطع منط ور عيوى محووروحوى حالوة موا إذا 
1الصورة 

2

2

2

2

=−
b

x

a

y
  

 التقاربية للقطع الزائد   الخطوط

1القطع الزائد  -1 نظرية
2

2

2

2

=−
b

y

a

x   لو القطا  التقاربناx   
a

b
 y =   

1القطع الزائد    -2        
2

2

2

2

=−
b

y

a

x   لو القطا  التقاربناx 
b

a
 y =   

 البرهان 
 ( ننرس الطريقة ن تب المعاىلة 2( ، إثبام )1سوف نب ت )

1
2

2

2

2

=−
b

y

a

x
       y2 = 

2

2

a

b
 ( x2 -  a2 )    

يكوو  لودينا   ( x  0 &  y  0 )حوى الربوع ا وم مو  مسوتوى الإحوداثنام 
xالمساحة الرأسونة نوي  القو  المسوتينه 

a

b
y =    والقطوع الزائود يمكو  لتانتهوا عيوى

22الصورة  ax
a

b
x

a

b
−−         

 نهاية حينئب لا صرر عندما تووم إلى مال   هبؤ المساحة تووم إلى الو 

lim
→x

)()( 2222

lim axx
a

b
ax

a

b
x

a

b

x

−−=−−
→

 

lim
→x

 
)(

)()(

22

2222

axx

axxaxx

a

b

−+

−+−−
 = lim

→x

  0
22

=
−+ axx

ab
 

xولبلك بالنسبة ليقو  التقواربى 
a

b
 -y =    يمكو  إثبوام أ  المسواحة الرأسونة نينوو

 إلى ما لا نهاية  xوبي  القطع تووم إلى الصرر عندما تووم 
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أوجوووووود ال ورتووووووا  والرأسووووووا  والقطووووووو  التقري نووووووة ليقطووووووع الزائوووووود   (1مثااااااا   
1

916

22

=−
yx  

   الح   
 a. وبما أ    xعا  عيى محورقطع تقحن  نورتا ال 2y( تس ر -حيث أ  إشارة )

  ( o , 4 ) , ( 4- , 0 )حن  الرأسا  هما   4 =
 
 
 
 
 

 

 
22 baC +=   = 5916 =+  

  ( 5 - , 0 ) , ( 5 , 0 )حن  ال ورتا  هما   

xوالقطا  التقاربنا  هما    
3

4
 y =  

ولوو  , ( o ,  8 )لوة القطوع الزائود الوبى تقوع رأسواؤ عنود أوجود معاى  (2مثااا   
x القطا  التقري نا  

3

4
 y =   

    الح 
 لة القطع عيى الصورة حن  معاى   yحيث أ  الرأسا  يقعا  عيى محور
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1
2

2

2

2

=−
b

x

a

y
 

x      وبطاؤ التقري نا  عيى الصورة 
b

a
 y =  

 هي ومعاىلة الق  التقري ى    a = 8م  موقع رأس القطع حن    
x

3
4= x

b

8
=  x

b

a
y =       ومنها يتح أb = 6  

1    إذ  معاىلة القطع هى 
3664

22

=−
xy

 

  محووورا مواايووا  لمحوواور ولووا  ( h , k )إذا لووا  مرلووز القطووع عنوود النقطووة 
 حن  معاىلة القطع الزائد تأبب إحدى الصورتي  :  الإحداثنام :

 :   xومحورؤ القاطع يوااى محور  , ( h , k ) مرلز القطع عند النقطة  –أ 
1

)()(
2

2

2

2

=
−

−
−

b

ky

a

hx
   (1)  

 :   yومحورؤ القاطع يوااى محور    ( h , k ) ب _ مرلز القطع عند النقطة 
1

)()(
2

2

2

2

=
−

−
−

b

yx

a

ky
   (2)  

يمك  الحصوم عيى  ورة القطو  التقري نة مو  معاىلوة القطوع الزائود ميحوظة :  
 y يجاى إو   حى الطرف ا يم  م  معاىلة القطع   1وذلك نوضع  رراا ندلاا م  

 .  xلوندلا 
1   حمبلاا         

2

2

2

2

=−
b

y

a

x 

 نجد أ    1نوضع  رر ندلاا م  
x

a

b
y

b

y

a

x
==

2

2

2

2

 

 .   (2)أو   (1)وبالمبل لإيجاى معاىلتا القطا  التقري نا  ليقطع 
 4x + 8y  – 2y – 2x–  = 021ني  أ  المنحنى    (3مثا   
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 هو قطع اائد . وأرسمو وأوجد نورتاؤ والقطو  التقري نة . 
    الح 

  (2) , (1)ي  أولاا : يجووب إعوواىة لتابووة المعاىلووة المعطوواة عيووى إحوودى الصووورت
 8y ) = 21 – 2( y  -4x)   – 2( x السابقة لما ييى 
  x)-(y  – 22 )–( 4 2 4 + 21 =– 9 = 16وبنكمام المربع 

1
9

)4(

9

)2(
22

=
−

−
− yx

 

  ( 4 , 2). إذ  مرلووز القطووع هووو النقطووة   (1)وهووبؤ المعاىلووة عيووى الصووورة 
حون  الرأسوا  تقعوا    a = 3 والمحوور القواطع يووااى محوور السوينام ، وحيوث أ  

 1-)وحدام إلى النمي  وإلى النسار م  المرلز أى أ  الرأسا  هما    3عيى بعد 

, 4 ) , ( 5 , 4) 
239922وحيث أ   =+=+bac =  

وحودؤ مو  الونم  وإلوى النسوار مو   23حن  ال ورتا  تبعدا  ع  المرلز بمقدار  
ولإيجواى   + 2 )423 , 2 ) , (– 23   ( 4 ,ا  هموا المرلوز أى أ  ال ورتو

 معاىلتا القطا  التقري نا  نضع الطرف ا يم  حوى المعاىلوة يسواوى  ورراا أى أ 
0

9

)4(

9

)2( 22

=
−

−
− yx

 

  2 )    –x (  4  =   –y                                                      أو

     sy = x + 2     , y = - x + 6  

وهاتوا  المعاىلتوا  هموا معاىلتوا القطوا  التقري نوا  ونلاحوخ أ  القطوا  التقري نووا  
 متعامدا  وحى هبؤ الحالة يسمى القطع الزائد بالقطع الزائد القائه . 

 

 تمارين

   معاىلة القطو  التقري نة ليقطاعام التالنةأوجد إحداثنام ال ورتا  والرؤوس و [ 1]
(a) 4 y2 – 4 x2 = 1  
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(b) 16 x2 – 25 y2 = 400  

(c) 1
4

)4(

9

)2( 22

=
−

−
− yx

 

(d) 18
5

)2(

3

)4( 22

=
−

−
+ xy

 

(e) (y + 3)2 – 9 ( x+2)2 = 36 

(f)     x2 – 4y2 + 2x + 8y – 7 = 0  

 أوجد معاىلة القطع التى تحقر الشرو  التالنة [ 2]
(a)   الرأسا(  2 , 0 )   ال ورتي  و( 3,0)  . 
(b)   الرأسا(1.0)    والقطا  التقري ناy =   2 x  

(c)   ال ورتا( 0.  5)    والقطا  التقري ناy =   2 x  

(d) والقطا  التقري نا    (5,9)بالنقطة  يمرy =   x   
 

تمت بحمد  
 الله  


